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Este livro é resultado de experiências vividas a partir de 1967, primeiro no Colé- 
gio de Aplicação Fidelino de Figueiredo da Faculdade de Filosofia, Ciências e Letras 
(FFCL-USP), depois no Departamento de Estatística do Instituto de Matemática e Esta- 
tística (IME-USP), na Faculdade de Economia São Luis, na Escola de Administração de 
Empresas de São Paulo da Fundação Getulio Vargas (FGV), na Faculdade de Engenha- 
ria Industrial (FEN e. por fim, na Pontifícia Universidade Católica de São Paulo (PUC- 
SP). Além disso, seu conteúdo foi testado em cursos de especialização para professores 
de matemática, sendo apresentado como um modo didático de ensinar estatística. 

Essa soma de cursos e experiências mostrou que a melhor forma de apresentar a 
matéria consiste em expor os assuntos para o caso discreto. em que os conceitos são 
mais facilmente assimiláveis pelos alunos, passando a seguir para o caso contínuo, em 


que esses mesmos conceitos ficam sedimentados. 


Nesta edição, essa fórmula pode ser vista e comprovada, bem como é reforçada 
pelo fato de o livro agora reunir os dois volumes anteriores. De fato, com essa mudança, 


a obra ganha não apenas em aspectos gráficos. mas principalmente em didática. 


O sistema de ensino/aprendizagem 


Em grande parte do livro, os conceitos são apresentados por meio de problemas e 
somente depois são definidos. São apresentados também exemplos de aplicação, bem 
como exercícios resolvidos e propostos para cada assunto abordado. No final do livro. 
podem ser encontradas as tabelas das distribuições normal, de Poisson, binomial, £ de 


Student, X* de qui-quadrado e F de Fisher-Snedecor. 
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Um ponto importante: por todo o livro, são usados os mais diversos recursos para 
apoiar o processo de ensino/aprendizagem, ajudando o professor em sala de aula e o 
estudante em sua busca por conhecimento. Esses recursos podem ser vistos nas seções 


a seguir. 


Destaques 


As principais definições da area da estatística e os exemplos-chave (2) para 
Ilustrar a teoria estão destacados ao longo do texto para aumentar o entendimento do 


estudante e contribuir para a didática do livro. 


2.h Eventos independentes 
Sejam AC DeBCc O, 
Intutivamente, se À c B são independentes, P(A/B)= P(A) e MB/A)= P(B). 


DEFINIÇÃO | 


A e B são eventos independentes se P(A MB) = PIAS P(B). 


Lançam-se 3 moedas. Verificar se são independentes os eventos; 
4: saida de cara na 1º moeda; 
5: saida de coroa na 2º e 3º moedas. 


As fórmulas (3) mais importantes estão em destaque para auxiliar na aprendizagem 


do estudante. 


Distribuição de Poisson 
Consideremos a probabilidade de ocorrência de sucessos em um determinado imervalo. 
A probabilidade da ocorrência de um sucesso no intervalo é proporcional ao imter- 


valo. A probabilidade de mais de um sucesso nesse intervalo é bastante pequena com 
relação à probabilidade de um sucesso. 


Seja No mimero de sucessos no intervalo, então: 


ECA 
(3) PX==— 


Prefácio xi 


Exercícios resolvidos 
São apresentados diversos exercícios resolvidos dos mais variados níveis de dificuldade, 


com sua resolução passo a passo, para auxiliar no desenvolvimento lógico do estudante. 


da 


Exercícios resolvidos 


|. De una população normal como” = 16, levantou-se uma amostra, obtendo-se as obser- 
vações: 10, 5, 10, 7. Determinar ao nivel de 13% um TC para a média da população. 


Resolução: 


Dados: n = 4 = 16 u= 135% 


| ? | 
r=L(10+5+04D=T=8 G, = asi Dm se [EO = 
E H d 


Zs = Ene = 1,9] 
H8-1,5]-2<u=<8+1,51-2)=0,87 

PMB -302<u<8+3,02])=0,87 

M498 <u<1102)=0,87 

ou 


O(s, 87%) = (4,98: 11,02) 


Exercícios propostos 


Vários exercícios propostos, também de diferentes níveis de dificuldade, são apre- 
sentados para que o estudante aplique a teoria na prática, aprofundando seu conheci- 


mento e desenvolvendo seu raciocínio. 


RC > Pix £ 1.576,48 0u X 2 1.,623,52)= 0,05 


Como X = 1.570, x e RC -. rejeita-se HA, . 


Exercícios propostos 
: Hoau =5 

1. Testar po >50 

Dados: 

o =d a = 5% n= 100 

Hu =36 

Hu <36 


2. Testar | 
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Material adicional 


No site de apoio do livro (www.prenhall.com/morettin br), professores e es- 


Companion tudantes podem acessar materiais adicionais em qualquer dia, durante 24 horas. 
Para professores 

* Apresentações em PowerPoint para utilização em sala de aula 

* Manual de soluções com a resolução de todos os exercícios do livro 

Esse material é de uso exclusivo para professores e esta protegido por senha. Para ter 
acesso a eles, os professores que adotam o livro devem entrar em contato com seu representante 


Pearson ou enviar e-mail para universitarios(Opearsoned.com.br. 


Para estudantes 


* Exercícios adicionais com respostas 


Todos esses recursos e ferramentas de aprendizagem tornam a nova edição de Es- 
tatística básica ainda mais completo e eficaz, contribuindo diretamente para o bom en- 
tendimento do estudante nesta disciplina muito importante para as mais diversas áreas 


de ensino e pesquisa. 


Luiz Gonzaga Morettin 
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5. Variáveis aleatórias contínuas 


6. Aplicações da distribuição normal 


CAPÍTULO 


Espaço amostral 


1.1. Introdução 


Encontramos na natureza dois tipos de fenômenos: deterministicos e aleatórios. 


Os fenômenos determinísticos são aqueles em que os resultados são sempre os 
mesmos, qualquer que seja o número de ocorrências verificadas. 


Se tomarmos um determinado sólido, sabemos que a uma certa temperatura haverá a 
passagem para o estado líquido. Este exemplo caracteriza um fenômeno determinístico. 


Nos fenômenos aleatórios, os resultados não serão previsíveis, mesmo que haja um 
grande número de repetições do mesmo fenômeno. 


Por exemplo: se considerarmos um pomar com centenas de laranjeiras, as produ- 
ções de cada planta serão diferentes e não previsíveis, mesmo que as condições de tem- 
peratura, pressão, umidade, solo etc. sejam as mesmas para todas as árvores. 

Podemos considerar os experimentos aleatórios como fenômenos produzidos pelo 
homem. 


Nos experimentos aleatórios, mesmo que as condições iniciais sejam sempre as mesmas, 
os resultados finais de cada tentativa do experimento serão diferentes e não previsíveis. 


Exemplos 


a) lançamento de uma moeda honesta: 

b) lançamento de um dado; 

c) lançamento de duas moedas; 

d) retirada de uma carta de um baralho completo de 52 cartas; 
e) determinação da vida útil de um componente eletrônico. 


A cada experimento aleatório está associado o resultado obtido, que não é previsi- 
vel, chamado evento aleatório. 

No exemplo a os eventos associados são cara (c) e coroa (7): no exemplo b poderá 
ocorrer uma das faces 1,2,3,4,5 ou 6. 
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1.2 Espaço amostral 


Espaço amostral de um experimento aleatório é o conjunto dos resultados do experi- 
mento. Os elementos do espaço amostral serão chamados também de pontos amostrais. 
Representaremos o espaço amostral por (2. 


Nos exemplos dados na seção anterior, os espaços amostrais são: 
q = e rt 
b) Q=[1,2,3,4,5,6! 
9) Q=i(c, 1), (e, e), (1; e), (1, 7) 


d) Q=[4,.K,A,.K, Ap Kys A KO 
e) Q=fteR|120) 


O evento aleatório pode ser um único ponto amostral ou uma reunião deles, como 
veremos no exemplo a seguir: 


Lançam-se dois dados. Enumerar os seguintes eventos: 
A: saída de faces iguais; 

B: saída de faces cuja soma seja igual a 10; 

C: saída de faces cuja soma seja menor que 2: 

D: saída de faces cuja soma seja menor que 15; 


E: saída de faces onde uma face é o dobro da outra. 


Determinação do espaço amostral: podemos determiná-lo por uma tabela de dupla 
entrada (produto cartesiano). 


espe qe (e 
1 [| aDv/ a» | as | as 
2) | 24 


G, 4) 


Os eventos pedidos são: 
A=(1, 1), (2,2), (3,3), (4, 4), (5, 5), (6, 6)5 
B=(4, 6), (5,5), (6, 4)) 


C = & (evento impossível) 


D = € (evento certo) 
E=1(1,2), (2, 1), (2, 4), (3, 6), (4, 2), (6,3) 


Uma outra maneira de determinar o espaço amostral desse experimento é usar o 
diagrama em árvore, que será útil para a resolução de problemas futuramente. 


I————————» (1,1) 

2——— 5 (1,2) 

| 3———————————» (1,3) 

/ 1——+Sttá 
/ TI Sha 
/ 6 + U.,5 
/ |——» (2,1) 

/ 2—»» (2,2) 
/ 3———» (2,3) 
j 4———————» (2,4) 
un: 5——— + (2,5 
6—————— Ss» (2,6) 


Eis o processo: 


6 + (3,6) 
|—» (4,1) 
2————————————+ (4,2) 
3» (4,3 
4» (4,4) 
>» (4,5) 
6 s(4,6 


| |—————————» (5,1) 
| N 2—————+ (5,9) 
À Na 3 + (5,3) 
4» (5,4) 

| S-—>>>—»» (5,5) 


Os (5,6) 


N |—>—>>>>————» (6,1) 
N 2————» (6,2) 
N 6 J—e RS) 

4» (6,4) 
5——» (6,5) 
(6, 6) 


U 


1º dado 2º dado Pontos amostrais 
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1.3 Classe dos eventos aleatórios 


E 


E o conjunto formado de todos os eventos (subconjuntos) do espaço amostral. 


Para efeito de exemplo, consideremos um espaço amostral finito: 
Q = 16, €3,6,,€4 | 
A classe dos eventos aleatórios é: 


O 
(E Cs Es o ÃCsS 

F(O)= (Cp Co), 1Cj C3Jo ÀCjo Custo LO), CF Os, Cy)» ÃO Cs 
(Cj Cos E33, (Cj Cos Cg3s LCj Cp C43s ÀCy Css Css 


(e, 6 €3, e) 


Para determinarmos o número de elementos (eventos) de F(()). observamos que: 
Eh 
& corresponde a 0 
4 
te,5» --.» 1e43 corresponde a | 
4 
(Bjs Cs+, es tes e, corresponde a | 5) 


| À + 
Ep E Cs (En e 6 corresponde a b 


Eh 
(e, És, Eus e, corresponde a [5] 


| (4 4 44 [4 4 
Portanto, nee=(o)*[1)*[5) (5) (5) 1a 


Genericamente, se o número de pontos amostrais de um espaço amostral finito é 
n, então o número de eventos de F é 2”, pois 


eloa) ol-r 


1.4 Operações com eventos aleatórios 


Consideremos um espaço amostral finito 2 = (e, €, €, ..., C,). 


Sejam A e B dois eventos de F(()). 
As seguintes operações são definidas: 


a) Reunião 


DEFINIÇÃO 
AUB= feel 


pelos pontos amostrais que pertencem a pelo menos um dos eventos. 


ce Aoquee Blhi=1,2,....n. O evento reunião é formado 


b) Intersecção 


ANB=teeQleecAce eBpi=l,...,n.O evento intersecção é formado pelos 
pontos amostrais que pertencem simultaneamente aos eventos A e B. 


Obs. SeAMNB= db, Ae B são eventos mutuamente exclusivos. 


c) Complementação 


DEFINIÇÃO 


O-A=A=tfeeQ|e EA. 
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Lançam-se duas moedas. Sejam A: saída de faces iguais; e B: saída de cara na 
primeira moeda. 


Determinar os eventos: 


AUBANB,A,B,(AUB,(ANB,ANB,AUB,B-A,A-BANBeBNA. 


Resolução: 


a 
ê 
NJ 
oo 
| 
À esiai 
pr 
Ss 
“mm 
ço 
—, 
e 
O 
Ce” 
— 
a 
x 
Rio 
Pe 


AUB=((c, r).(r, c).(r, 1) 
B—-A= ((c, r) 
A-—B= ((r, r)) 
ANB=f(c, r)) 


BNA=((r,r) 


1.5 Propriedades das operações 


Sejam A, Be € eventos associados a um espaço amostral (). As seguintes proprie- 
dades são válidas: 


a) Idempotentes 
ANA=A 
AUA=A 

b) Comutativas 
AUB=BUA 
ANB=BNA 


c) ÀAssociativas 
AMBNC)=(ANB)NC 


AU(BUC)=(AUB)JUC 


d) Distributivas 
AU(BNC)=(AUB)N(AUC) 


AMBUC)=(ANBJU(ANC) 


e) Absorções 
AU(A NB)=A 


AN(AUB)=A 


f) Identidades 
ANO =A 
AUQ=9 
ANG=0 
AUG-A 

g) Complementares 
O =6 

= 0) 

NA=0 
UA=Q 
(A)=A 


h) “Leis das dualidades” ou “Leis de Morgan” 


(ANB)=AUB 
(AUB)=AnB 


Essas propriedades são facilmente verificadas. 


Capitulo 1 


— Espaço amostral 
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1.6  Partição de um espaço amostral 


Exercícios propostos 
| 


ind 


td 


DEFINIÇÃO 


Dizemos que os eventos As, As, ..., A, formam uma partição do espaço amostral 
O se: 


a) Ad, i=1,..,n 


b) AMNA,=0, paraiz; 


o) UA =Q 
i=| 


Respostas 


Lançam-se três moedas. Enumerar o espaço amostral e os eventos: 

a) faces iguais: 

b) cara na 1º moeda; 

c) coroa na 2º e 35º moedas, 

Considere a experiência que consiste em pesquisar famílias com três crianças, em 
relação ao sexo delas, segundo a ordem do nascimento. Enumerar os eventos: 

a) ocorrência de dois filhos do sexo masculino; 

b) ocorrência de pelo menos um filho do sexo masculino; 

c) ocorrência de no máximo duas crianças do sexo feminino. 

Um lote contém peças de 5, 10, 15,..., 30 mm de diâmetro. Suponha que 2 peças 
sejam selecionadas no lote. Se x e y indicam respectivamente os diâmetros da 1º e 


2* peças selecionadas, o par (x, v) representa um ponto amostral. Usando o plano 
cartesiano, indicar os seguintes eventos: 


a) A=(x=7) 
b) B=ty<x; 


Respostas 
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co) C=qx=py-10) 


d) p= (E <10) 


Sejam A, Be C três eventos de um espaço amostral. Exprimir os eventos abaixo 
usando as operações reunião, intersecção e complementação: 


a) somente A ocorre; 

b) Ae C ocorrem, mas B não; 

c) A,BeC ocorrem; 

d) pelo menos um ocorre; 

e) exatamente um ocorre; R 
f) nenhum ocorre; 

g) exatamente dois ocorrem; 

h) pelo menos dois ocorrem; 

|) no máximo dois ocorrem. 


| caíruto 


Probabilidade 


2.1 Função de probabilidade 


DEFINIÇÃO 


E a função P que associa a cada evento de F um número real pertencente ao inter- 
valo [0, 1]. satisfazendo os axiomas: 


DP(Q)=1 
ID) P(AUB)=P(A)+P(B), se 4 e B forem mutuamente exclusivos. 


HI P( Ú 4) = > P( A); se Ái, Às, .... À, forem, dois a dois, eventos mutuamente 
E] E 


exclusivos. 


Observamos pela definição que 0< P(A)< 1 para todo evento 4,4cC OQ. 


2.2 Teoremas 


Teorema 1 “Seos eventos 4, 45, .... A, formam uma partição do espaço amostral. 
então: 


3 P(AJ=1 


Demonstração: Pela definição de partição, os eventos 4j, As. .... À, são mutuamente 
exclusivos e 
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Logo F, Ú 4] = P(Q). Usando os axiomas I e III da definição, temos: 3 P(A)=1. 
Ei, 15 : 
Teorema 2 “Seg éo evento impossível, então P(4) = 0.” 
Demonstração: Como Q N 2 = 4 ed U OQ = 0, temos 
P(GUO) =PMO) 
P(d)) + P(£2) = P(S2) 
P(0) = () 


Obs: A recíproca não é verdadeira, pois o fato de P(4) = O não implica que 4 seja im- 
possível. 


Teorema 3 Teorema do evento complementar: “Para todo evento AC O, 
P(A + P(A)=1:” 
Demonstração: Como 


temos; 


PA) + P(A) = PO) 
PAO + P(A)=1 


Teorema 4 Teorema da soma: “Sejam ACO eBCc O. Então, P(A U B)= 
P(A + P(B)-P(AN B)S 


Demonstração: Escreveremos os eventos (4 U B) e 4 como reuniões de eventos mutua- 
mente exclusivos, como segue: 

AUB=(A-BJUB 

A=(A-B)JU(ANB) 
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Usando o axioma. temos: 


P(AUB)=P(A-B)+P(B) 1 


P(A)=P(A-B)+ P(ANB) 2 
De 2 tiramos: P(4-B)=P(A) -P(ANB). 


Substituindo-se esse resultado em 1, chegamos a: 


P(AUB)= P(A)+ P(B)- P(ANB). 


Se 4 NB=q,então P(AN B)=0 = vale o axioma II. 


Teorema 5 “Paa4COeBC O, temos: P(AUB)< P(A)+ P(B) > 
(A demonstração fica a cargo do leitor.) 


Teorema 5 “Dado o espaço amostral Q e os eventos 4, As, ..., Ay, então: 


P(U4)- PAS PANA) + PANANA-..+ 


Hj ix jzk 
HD. PA N..NA)” 


Demonstração: Por indução finita. 
Teorema / “Dados os eventos 4, 4,,..., 4, , então: ”, Lips ] < SPA) 
E i=1 


Exemplos de aplicação 
|. Sendo P(4)=x, P(B)= ye P(ANB)=z, calcular: 


a) P(AUB): b) P(ANB): 
o) P(ANB): d) P(AUB). 
Resolução: 


a) P(AUB)=P(ANB)=I-P(ANB)=1-z 
b) P(ANB)=P(AUB)=1I-P(AUB)= 
1=4MA)+P(B)-P(ANB)=I-x—-y+z 
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o) P(ANB)=P(B-A=P(B)-P(ANB)=y-z 
9) PAUB=PAXPAB-PANB=I-)+v-(p-2)=1-x+2 
2. Demonstrar que P(AUBUC)=P(4)+P(B)+P(C)-P(ANB)- 
-P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC). 


Demonstração: 
P(AUBUC)=P[(AUBJUC|=P(AUB)+P(C)- 


-P[(AUB)NC]=P(4)+P(B)-P(ANB)+ 
+P(C)-P[(ANC)U(B NnC)|=P(4)+ P(B)+ 
+P(C)-P(ANB)-jP(Anc)+P(Bnc)-P[(Anc)n(B nc)J; -. 
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)-P(ANC)- 
-P(BNC)+P(ANBNC) 

3. Sejam A, Be C eventos tais que 


P(Aj=P(B)= P(C)=5+ ANB=0, ANC=peP(s nC)=-. 


Calcule a probabilidade de que pelo menos um dos eventos A, B ou C ocorra. 


Resolução: Pelo diagrama vemos que 4NB NC =, logo P(ANB NC) = O. Aplican- 
do o resultado do problema anterior, temos: 
P(AUBUC)= ig O p= 
O qa O E! 35 


2.3 Eventos equiprováveis 


Consideremos o espaço amostral Q = (e,, é, €,,..., €,+ associado a um experimento 
aleatório. 
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Chamemos P(e )=p,,i=1,..,n. 


Temos s P(e)=D p;=1. 1 


j= = 


DEFINIÇÃO 


Os eventos e, i=1, ...,n são equiprováveis quando P(e,)= P(e,)=...=P(e,)= p. 
isto é, quando todos têm a mesma probabilidade de ocorrer. 


Ifica:y p=1>np=1-. p=- 


[=| 


Logo, se os n pontos amostrais (eventos) são equiprováveis, a probabilidade de 
e 
cada um dos pontos amostrais é —. 
n 


Vamos calcular a probabilidade de um evento 4c 82. Suponhamos que 4 tenha K 
pontos amostrais: 


Á=te,6 se) IS kS no. 


Exemplos de aplicação 
|. Retira-se uma carta de um baralho completo de 52 cartas. Qual a probabilidade de 
sair um rei ou uma carta de espadas? 
Seja 4: saída de um rei; e B: saída de uma carta de espada. 
Então: 


Á= RR Ro R,S Cê P(4) E — 


Observamos que ANB=(R.-. 


“«P(ANB)= = 
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Logo: 
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) 
P(A Nip e E 
S2 52 5 
PIAU B)= je 
52 


2. O seguinte grupo de pessoas está numa sala: 5 rapazes com mais de 21 anos, 4 rapazes 
com menos de 21 anos, 6 moças com mais de 21 anos e 3 moças com menos de 21 anos. 
Uma pessoa é escolhida ao acaso entre as 18. Os seguintes eventos são definidos: 


À: a pessoa tem mais de 21 anos; 
B: a pessoa tem menos de 21 anos; 
C: a pessoa é um rapaz; 

D: a pessoa é uma moça. 


Calcular: 
a) (BUD); 
b) MANO). 
Resolução: 
Q=(5R, 4r,6M, 3m| “+. D = 
| 
HE dA, Ma 
+ 


B=(4r, 3mj> P(B)= = 


C=(5R, 4r)> P(C) -- 


D=46M, 3m;> P(D)= = 


a) P(BUD)=P(B)+P(D)-P(BND) 


| 3 
Como BND =(3m), temos que P(B a D) = a 
Logo: 
E 13 


P(BUD)=—+—-—= 
Ig 18 18 18 
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b) P(ANC)=P(AUC)=1-P(AUC)=1-(P(4)+P(C)-P(ANC)! 


| 5 
Como ANC =45Rie P(A Ne temos que: 


Como 4=BeC= D. temos: 
ANC=BND=8m) .. 

Ro di nC)=+=- 
I8 6 


Nem sempre é possível enumerar o espaço amostral. Nesses casos, deveremos usar 
a análise combinatória como processo de contagem. Veremos isso nos próximos 
exemplos. 


3. Em um congresso científico existem 15 matemáticos e 12 estatísticos. Qual a proba- 
bilidade de se formar uma comissão com 5 membros, na qual figurem 3 matemáticos 
e 2 estatísticos? 


Resolução: 4: comissão de 3 matemáticos e 2 estatísticos. 


E sgdlo 
n= 5 * comissões 


131 112 
k= 3 | ( 3 | comissões com 3 matemáticos e 2 estatisticos 


pi E 
3 2 
P(A)=-—— 
(4) "27 
Jo 
4. Qual a probabilidade de. num baralho com 52 cartas, ao se retirarem 4 cartas, ao 


acaso, sem reposição, se obter uma quadra? 


Resolução: A: saída de uma quadra. 


52 
n -[ 4 | <- número de quádruplas 


K= 13 < número de quadras.  P(A)=>=— 
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5. Calcular a probabilidade de se obter exatamente 3 caras e 2 coroas em 5 lances de 
uma moeda. 


Resolução: À: saída de 3 caras e 2 coroas. 


n=2 =32 : número de quíntuplas 


5 
k = E] = 10 : números de quintuplas com 3 caras e 2 coroas 


10. 5 
a TE 


6. Uma urna contém as letras A, A, A, R, R, S. Retira-se letra por letra. Qual a probabi- 
lidade de sair a palavra araras? 


Resolução: A: saída de palavra araras. 


n=(PRy= amo 
k=1 
P(A) =— 
60 
Obs. 
(ER mn = e COM n+n,+...+n,=n 


lan! 
nin, tn! 


2.4 Probabilidade condicional 


Introduziremos a noção de probabilidade condicional através do seguinte exemplo: 


Consideremos 250 alunos que cursam o primeiro ciclo de uma faculdade. Destes 
alunos, 100 são homens (H) e 150 são mulheres (M); 110 cursam física (+) e 140 cursam 
quimica (0). A distribuição dos alunos é a seguinte: 


Disciplina 
fa 
Sexo Ds 


Um aluno é sorteado ao acaso. Qual a probabilidade de que esteja cursando quími- 
ca, dado que é mulher? 
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Pelo quadro vemos que esta probabilidade é de So. representamos: 


P(O/IM) = so (probabilidade de que o aluno curse química, condicionado ao fato 
id 150 


de ser mulher). 


Observamos, porém, que P(M NO) = eP(M)= = Para obtermos o resul- 
tado do problema, basta considerar que: 
80 
250 80 
P(O/M) = 150 > 5 
250 
Logo: 
p(gim) = HE OS 
P(M) 


Sejam ACM e Bc O. Definimos a probabilidade condicional de 4, dado que B 
ocorre (Á/B) como segue: 


P(A/B) = Reto se P(B)£0 


P(B) 
Também: 
sau POBNA) 
P(BIA) = pa É P(A) 0 
EXEMPLO — 


| 3 nat 
Sendo P(4) = y PIB) =, 6 MAU B) = , calcular P(A/B). 


Resolução: 


E | 
Como P(4/B) = “PO) devemos calcular P(ANB). 


Como P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB). temos: 


A e P(A AB) PlAnDB)=D-= 
3 4 12 


& 
12 6 
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1/6 2 

Logo, P(A/B)=— =— 

Pp AD) 34 9 
Tiramos da definição da probabilidade condicional o chamado TEOREMA DO 
PRODUTO: Sejam À C Me BC 0. Então, P(A N B)= P(B)* PM(A/B) ou P(A N B)= 


P(A) * P(BIA). E 


EP QUA RS PD pr 
É L Y 
EXEMP a [8] K 
ot 1: 
ESSE P Des 


Duas bolas vão ser retiradas de uma urna que contém 2 bolas brancas, 3 pretas e 4 
verdes. Qual a probabilidade de que ambas 


a) sejam verdes? 
b) sejam da mesma cor? 


Resolução: 


ndaqu ll 4a 
98 98 98 
PMs = e 
72 18 


A generalização do teorema do produto é: 


P(A) = P(A): P(A A) PIAA NA)... PA VA NA NNA) 


Resolvendo o Problema 6 da Seção 2.3, usando essa generalização, temos: 


P(ANRNANRNANS) = P(A) P(RIA) -P(AIA NR): 


-P(RANRNA)- P(AIANRNANR) P(S/ANRNAN 
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2.5 Eventos independentes 


Sejam À €C MeBC L. 
Intuitivamente, se A e B são independentes, P(A/B)= P(A) e P(B/A)= P(B). 


DEFINIÇÃO 


A e B são eventos independentes se P(ANB) = P(A)- P(B). 


“EXEMPLO | 


Lançam-se 3 moedas. Verificar se são independentes os eventos: 
À: saída de cara na 1º moeda: 


B: saída de coroa na 2º e 3º moedas. 


A =t(ccc), (cer), (cre). (err)| . P(A) = : = : 
B='Ilcrri. ( alBi=o=o 
= LoRr) re) do es 
Logo: 
Ft 
P(A)- P(B)= 5 ADS 
Como 


ANB=f(cry)) e P(ANB) -. 


temos que 4 e B são eventos independentes, pois (AN B)=P(A4)-P(B). 
Obs. 1: Para verificarmos se 3 eventos 4, Be €, são independentes, devemos verificar 
se as 4 proposições são satisfeitas: 
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1: P(ANBNO= P(A): P(B)-P(C) 
2: P(ANB)=P(A)- P(B) 
3: MANO =PA-P(C) 
4: PBNO=P(B)-P(C) 


Se apenas uma não for satisfeita, os eventos não são independentes. 


Obs. 2: Se A e B são mutuamente exclusivos, então 4 e B são dependentes, pois se 4 
ocorre, B não ocorre, isto é. a ocorrência de um evento condiciona a não ocorrência 
do outro. 


Resolveremos um problema que mostrará bem a distinção entre eventos mutua- 
mente exclusivos e independentes. m 


Exercício resolvido 


Sejam 4 e B eventos tais que P(4)=0,2, P(B)=P, P((AU B)=0,6. Calcular P 
considerando 4 e B: 
a) mutuamente exclusivos; 
b) independentes. 
Resolução: 
a) Á e 6 mutuamente exclusivos => P(A N 5) = 0, como 
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)vem0,6=0,2+P-0 “. P=04 


b) 4e B independentes > P(ANB)=P(4)-P(B)=0,2-P, como 
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) vem 0,6=0,2+P-0,2P.. 
:.0,4=0,8P P=0,5 


Obs. 3: Se os eventos Á,, As, ..., À, são independentes, então: 


PÁ AJ T PA), 
i=1 p= 


onde T P(A) = P(A) - P(A)... P(A). 


A probabilidade de que um homem esteja vivo daqui a 30 anos é 2/5; a de sua 
mulher é de 2/3. Determinar a probabilidade de que daqui a 30 anos: 


Es. 


a) 
b) 
c) 
d) 
e) 
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ambos estejam vivos; 
somente o homem esteja vivo; 
somente a mulher esteja viva; 
nenhum esteja vivo; 

pelo menos um esteja vivo. 


EH: o homem estará vivo daqui a 30 anos; 
M: a mulher estará viva daqui a 30 anos. 


Resolução: Chamaremos de 


2 =. 3 
P(H)= pi up 
2 aÃ 
P(M)= a P(M) = 3 
| | | 22 4 
a) P(HNM)=P(H)-P(M)=2"5=— 
pn É 
b) PH NM) =P(H)-PM)=5.5=— 
| 7 “pm. 32 2 
o PENM=PH)- PM) E 
9) PMENM =P) PM Sid 
aos 
| Da e O a 
o) AHUM =PED)+P(M)- PH NM) =5+ EEE 


ou X: pelo menos um vivo 


Un | + 


PO)=1-P)=1-+= 


2.6 Teorema de Bayes 


Teorema da probabilidade total 
“Sejam As, A», ..., À, eventos que formam uma partição do espaço amostral. 


Seja B um evento desse espaço. Então 


P(B)= sy P(A)- P(BIA).. 


i=| 
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Demonstração: Os eventos (BN A )e(BNA;),paraizji=1,2,..,nej=1,2,...,n, 
são mutuamente exclusivos, pois: 


(BNA)MUBNA)=BMNANA)=BN4=0 


O evento B ocorre como segue: 


B=-(BNAJU(BNA)U(BNA)U...U(BNA)-. 
“PB)=PBNA+PBNA)+PBNA)+...+P(BNA,) 
E usando o teorema do produto, vem: 


P(B)=PMA)- PBA)+PMA)- P(BIA)+...+PA)-P(B/A) 


ou P(B) = SMA) P(BIA) 


j=1 


Uma urna contém 3 bolas brancas e 2 amarelas. Uma segunda urna contém 4 bo- 
las brancas e 2 amarelas. Escolhe-se, ao acaso, uma uma e dela retira-se, também ao 
acaso, uma bola. Qual a probabilidade de que seja branca? 


Resolução: 
35 4B 
2À 2 
| J 
PD = E P(BD=> 
2 o S 


“ aÃ 2 
P(II) = — P(BID=—=Í 
UM ; (B/D) E a 
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Logo, a bola branca pode ocorrer: 
B=(BNDU(B NI) 

P(B)= P(BND+P(BNII) 

P(B) = P(D- P(B/D) + POD. P(BAD) -. 


O problema também pode ser resolvido usando-se o diagrama em árvore: 


(INB) 3 
a : 
I 
UNA) q 3. 1/19 
215 Á-—-————+ s 10 3730 
(INB) |] 
Rae 


46 B 3 
II 
<< NA) 
2/6 4 nai 6 m 
Teorema de Bayes 


“Sejam 4,, Às, ..., À, eventos que formam uma partição do £. Seja B C £. Sejam 
conhecidas P(A,) e P(B/A)). i= 1.2,...,n. Então: 
P(A. )- P(B/A. = 
pra (8) = PUDIM jun 
SPA) P(BIA) 
j=1 


Demonstração: 
P(A, NB) 


P(A,/B) = HO 


Usando-se o teorema do produto e o teorema da probabilidade total, temos: 


P(A )- P(B/A, 
prin E CO pad 


PPA) P(BIA,) 


=] 


O teorema de Bayes é também chamado de teorema da probabilidade a posteriori. 
Ele relaciona uma das parcelas da probabilidade total com a própria probabilidade total. 
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EXEMPLO 


A urna À contém 3 fichas vermelhas e 2 azuis, e a urna B contém 2 vermelhas e 
8 azuis. Joga-se uma moeda “honesta”. Se a moeda der cara, extrai-se uma ficha da 
urna A; se der coroa, extrai-se uma ficha da uma B. Uma ficha vermelha é extraída. 


Qual a probabilidade de ter saído cara no lançamento? 


Resolução: 


Queremos: P(C/V) 


] 3 
HMU)=>— P(VC|)=-— 
(C) 5 (VIC) E 

l ps 
P(lr)=- P(Vir)=— 
(=> Un= 
Como: 

PVo=PMenvo+ Pen), 

temos: 


PW)= MO P(VIC) + Pl): P(V tr) 


| Lao 
Pj== pe: 
(7) ur 


Calculamos agora P(C/V): 


O problema também pode ser resolvido pelo diagrama em árvore, como segue: 
cnVv) ! 
dt A 


3/5 To A TD APAE 2 
e po oo to 
2/5 A 
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Exercícios resolvidos 


IE 


Uma urna contém 5 bolas brancas, 4 vermelhas e 3 azuis. Extraem-se simultanca- 
mente 3 bolas. Achar a probabilidade de que: 


a) nenhuma seja vermelha; 
b) exatamente uma seja vermelha; 
c) todas sejam da mesma cor. 


Resolução: 
Sd PSP Ce 
12 1110 55 
b) PEUSV)=P(WV NV NV (PR), = sa qa 
o 55 


co) PMTSMC)=PMBNENB+PWVNVNAV+PANANA)= 
AAA mad A 1 3 


“2 ll io lá lido Jo ti TE 44 


As probabilidades de 3 jogadores, A, B e C, marcarem um gol quando cobram um 


pênalti são £ 2 a f su 


uma única vez, qual a 


probabilidade de que pelo menos um marque um gol? 


Resolução: 

2 + 
P(A)=-,P(B)=- eP(C)=— 
Os it 


P(AUBUO=I-PAUBUC=1I-PANBNO= 


13,18 
=1-P(4)-P(B)-P(C)=1-=.—. -—— = EE 
Ca) A) E) 3510 50 50 


Em uma indústria há 10 pessoas que ganham mais de 20 salários minimos (s.m.). 
20 que ganham entre 10 e 20 s.m., e 70 que ganham menos de 10 s.m. Três pessoas 
desta indústria são selecionadas. Determinar a probabilidade de que pelo menos 
uma ganhe menos de 10 s.m. 


4. 


S 
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Resolução: 

A: a pessoa ganha mais de 20 s.m. — P(4) = 0,10 
B: a pessoa ganha entre 10 e 20 s.m. — P(B) — 0,20 
C: a pessoa ganha menos de 10 s.m. — P(C) = 0,70 


P(CUCUC)=1I-P(CUCUC)= 
=1-P(C)-P(C): P(C)= 
=1-0,30-0,30-0,30= 
=1-0,027= 0,973 


A e B jogam 120 partidas de xadrez, das quais 4 ganha 60, B ganha 40 e 20 terminam 
empatadas. 4 e B concordam em jogar 3 partidas. Determinar a probabilidade de: 

a) Á ganhar todas as três; 

b) duas partidas terminarem empatadas; 


c) Ae B ganharem alternadamente. 


Resolução: 
60 1 
P(Aj=—— =— 
(4) 120 2 
Pe =: 
120 3 
PimR= 2 = 
120 6 
Ela 
P(ANANAÁ)=>:—.— des 
edi No q 
b) PQE)=P(ENENE) (PR) Ab qm 
| | g: € MOR E 6 > 


[ILHA A ] 5 
Edno 4 om) AV jon a É E liq 


| 
232823 1 ig E6 


São retiradas uma a uma, aleatoriamente, bolas de uma urna até obter-se a primeira 
bola branca. Mas a cada tentativa dobra-se a quantidade de bolas azuis colocadas na 
urna. Sabendo que inicialmente a urna contém 4 bolas azuis e 6 brancas, calcular a 
probabilidade de obter-se a primeira bola branca no máximo na 3º tentativa. 


SO) 
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Resolução: 
4M 

| tentativa + . 
6B 


2* tentati ne 
entativa +, 


164 


3º tentati 
enta va os 


P(Primeira Branca no máximo na 3* tentativa) = 
= P(By) + P(Au MN By) + P(A N Ap N By) = 
GG. 40 4 8.6 


Um lote de 120 peças é entregue ao controle de qualidade de uma firma. O responsável 
pelo setor seleciona 5 peças. O lote será aceito se forem observadas 0 ou 1 defeituosas. 
Há 20 defeituosas no lote. a) Qual a probabilidade de o lote ser aceito? b) Admitindo- 
se que o lote seja aceito, qual a probabilidade de ter sido observado só um defeito? 
Resolução: 


20 
Ptd)=—= 
o 


a) P(A)= P(0d ou ld) = P(5d)+ P(ld e 4d)= 


— = (—  —  — 


5 4 
(5) +=(5) .5=0,4019+0,4019 
CEE 


P(A) = 0,8038 
b) P(diA)= PQdNA 0,4019 — 
P(A) — 0,8038 


E) 


A caixa Á tem 9 cartas numeradas de 149. 4 caixa B tem 5 cartas numeradas de 1 à 
5. Uma caixa é escolhida ao acaso e uma carta é retirada. Se o número é par, qual a 
probabilidade de que a carta sorteada tenha vindo de 4? 


Resolução: 


P(A)= - — P(PIA)= 


injio O|B 


P(B)= o - P(PIB)= 
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P(P)=P(ANP)+P(BNP) 
P(P) = P(A): P(P/A)+ P(B)- P(PIB) 
19 


.oe— O — 


no 
2/9 10 


5 
Pl e 
o P(P) 19/45 19 


. Num certo colégio, 4% dos homens e 1% das mulheres têm mais de 1,75 de altura. 
60% dos estudantes são mulheres. Um estudante é escolhido ao acaso e tem mais de 
1,75 m. Qual a probabilidade de que seja homem? 
Resolução: 
A: o estudante tem mais de 1,75 m 

PANA 
E O 


P(A) = 0,016 + 0,006 
( P(A) = 0,022 


P(MNA 
a onde 


Logo: 


pq) = PINA 0,016 8 
P(A) 0,022 11 


Uma caixa tem 3 moedas: uma não viciada, outra com 2 caras e uma terceira vicia- 
da, de modo que a probabilidade de ocorrer cara nesta moeda é de 1/5. Uma moeda 
é selecionada ao acaso na caixa. Saiu cara. Qual a probabilidade de que a 3º moeda 
tenha sido a selecionada? 


Resolução: 

A: primeira moeda 
B: segunda moeda 
C: terceira moeda 
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PAN 
io oO 
A 
1 Rs 
ferir 
P(BN eg 1a 
po GOO, ali 
PCN) 3 | AD=% 
15 


Logo: 
P(CNc) VI5 2 
P(c) 17/30 17 
10. Uma urna contém 4 bolas brancas e 6 bolas vermelhas: outra urna contém 3 bolas 
brancas e 6 vermelhas. Passa-se uma bola, escolhida ao acaso, da primeira para a 
segunda urna, e, em seguida, retiram-se 5 bolas desta última, com reposição. Qual a 
probabilidade de que ocorram 2 vermelhas e 3 brancas nessa ordem? 


P(Cic) = 


Resolução: 


(0,6 (0,47 P[Be(2Ve3B)] 
—» (Ve 38) 0,009216 


P(2Ve3B)= 0,011862 


0,7) (0,3) | - 
V o 2Ve3B) PlVe(2Ve3B) 0,0002646 


11. A probabilidade de um indivíduo da classe 4 comprar um carro é de 3/4, da B é de 
1/5 e da € é de 1/20. As probabilidades de os indivíduos comprarem um carro da 
marca x são 1/10, 3/5 e 3/10, dado que sejam de 4, B e €, respectivamente. Certa 
loja vendeu um carro da marca x. Qual a probabilidade de que o indivíduo que o 
comprou seja da classe Bº? 


Resolução: 
À 
É E) 
3/4 O E pena a 
315 ot E 6 
2/5 x 


P(CNX) 3 


1/20 ED o > 500 
C 
TO É 


12. 
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P(BIIX) 3/25 


P(x) 21100 7 


* P(B/x) = 


Um certo programa pode ser usado com uma entre duas sub-rotinas 4 e 5, depen- 
dendo do problema. A experiência tem mostrado que a sub-rotina 4 é usada 40% 
das vezes e B é usada 60% das vezes. Se À é usada, existe 75% de chance de que o 
programa chegue a um resultado dentro do limite de tempo. Se B é usada, a chance é de 
50%. Se o programa foi realizado dentro do limite de tempo. qual a probabilidade 
de que a sub-rotina Á tenha sido a escolhida? 


Resolução: 


P(A) = 0,4 > P(R/4) = 0,75 > P(AN R) = 0,300 
P(B) = 0,6 > P(R/B) = 0,50> P(B NR) =0,300 


Logo: P(R) = 0,300 + 0,300 = 0,600 
P(AIR) = EEE) E o = 0,5 ou 50% 
P(R) 0,6 
. Aurna X contém 2 bolas azuis, 2 brancas e 1 cinza, e a urna Y contém 2 bolas azuis. 


l branca e 1 cinza. Retira-se uma bola de cada urna. Calcule a probabilidade de 
saírem 2 bolas brancas sabendo que são bolas de mesma cor. 


Resolução: 
P(mesma co)=P(ANA)+P(BNB)+P(CNC) 


Pfmesma cor) = E 
20 


P(BNB) 


P(B N Bi/mesma cor) = P(mesma cor) E 


2/20 2 


7/20 7 


P(B NM B)/'mesma cor) - 


- Num período de um mês, 100 pacientes sofrendo de determinada doença foram 


internados em um hospital. Informações sobre o método de tratamento aplicado em 
cada paciente e o resultado final obtido estão no quadro a seguir, 
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TA tamnento | 
| Resultado 


Cura | Curatotal 


Morte 
Soma 


a) Sorteando aleatoriamente um desses pacientes, determinar a probabilidade de o 
paciente escolhido: 


a;) ter sido submetido ao tratamento A: 
a) ter sido totalmente curado; 
a;) ter sido submetido ao tratamento Á e ter sido parcialmente curado; 
a;) ter sido submetido ao tratamento 4 ou ter sido parcialmente curado. 
b) Os eventos “morte” e “tratamento 4” são independentes? Justificar. 
c) Sorteando dois dos pacientes, qual a probabilidade de que: 
c;) tenham recebido tratamentos diferentes? 


c>) pelo menos um deles tenha sido curado totalmente”? 


Resolução: 
60 
a) à) AA)=— = 0,6 
) a) MA) Tr 
40 
) PTC) TOO 
a:) P(ANPO) == 0,24 


a) (AUVPO =PMA+P(PO-P(ANPC)=0,6+0,4-0,24= 0,76 


| 20 
b) P(Mi==2>=09 | 
) P(M) O 0, P(M)- P(A)=0,2xX0,6= 0,12 
P(A)=0,6 
Como: 
PM NA)= e Ay, 
= 
temos: 


PMMNAS=PM-P(A) . 


Logo, os eventos “morte” e “tratamento 4” são independentes. 
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c) c;))x= tratamentos diferentes 
P6)=P(ANB)+P(BNA)=2x0,6x0,4= 0,48 
c>) z = curado totalmente 


P(z, Uz))=1-P(z Uz))=1-P(Zz): P(2,)= 


=1-0,6-0,6=1-0,36= 0,64 


15. A probabilidade de que um atleta 4 ultrapasse 17,30 m num único salto triplo é de 
0,7. O atleta dá 4 saltos. Qual a probabilidade de que em pelo menos num dos saltos 
ultrapasse 17,30 m? 


Resolução: 
P(u) = 0,7 
e P(w)=0,3 
P(u,U “U, Uu,Uu,) =1- P(uN 4, Ni, Nu,)= 
=1-P(u,)-P(i,)-P(u,): P(u,)= 
=1-0,3-0,3-0,3-0,3=1-0,0081= 0,9919 


16. Um dado 4 tem 3 faces brancas e 3 pretas; um dado B possui 2 faces brancas, 2 
pretas e 2 vermelhas; um dado € possui 2 faces brancas e 4 pretas, e um dado D, 3 
brancas e 3 pretas. Lançam-se os quatro dados. Qual a probabilidade de que: 

a) pelo menos uma face seja branca? 


b) três sejam pretas? 


Resolução: 
3B 
Á 
3P 


2B 3B 
S D 
4P Eru 
Cuidado: as probabilidades das cores não são as mesmas nos quatro dados. 


a) P(B, UB, UB,UB,) =1-P(B)-P(B,): P(B,)- P(B)= 


| 

| 

| 
“o | co 
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b) P(3 Pretas)=P(BNBNBNP)+PMBNBNEND)+ 


+P(R NB NB NE)+ PB NB NB NB)= 


geqre li dd o 


+—= +—+ 
GGBE IR 36 9 1]8 36 4 


17. A urna | tem 3 bolas brancas e 2 pretas, a urna Il tem 4 bolas brancas e 5 pretas, a 
urna II tem 3 bolas brancas e 4 pretas. Passa-se uma bola, escolhida aleatoriamente, 
de 1 para II. Feito isto, retira-se uma bola de II e retiram-se 2 bolas de III. Qual a 
probabilidade de sairem 3 bolas da mesma cor? 


Resolução: 


P(BNB) 
DE “50 É 


5/10 
PMBnNP) 15 
5/10 Pon 


50 
P(PNB 
4/10 u DO, É 
Pes P(P) = 2! 
E PR 
610 —P——— "5% 
P(BNB) => ls 
m : : 
P(PNP)=-—-= 
76 


P(MO) = P(B e 2B)+ P(P e 2P) 


5076 5076 EO 


18. Uma urna x tem 8 bolas pretas e 2 verdes. A urna y tem 4 pretas e 5 verdes, e a urna z 
tem 2 verdes e 7 pretas. Passa-se uma bola de x para y. Feito isto. passa-se uma bola 
de y para Z. A seguir, retiram-se 2 bolas de z, com reposição. Qual a probabilidade 
de que ocorram duas bolas verdes? 
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Resolução: 


0,2 + 0,2 
P————»+ VFV ——> 0,016 


1,3 + O, | | 
p—D, yy—— 0,036 


2:02 
pt, yy— + 0,0032 


0.6 p 03 my + 0010 


P(V NV) = 0,016+ 0,036 + 0,0032 +0,0108= 0,066 


SF 


19. Um aluno responde a um teste de múltipla escolha com 4 alternativas com uma só 
correta. A probabilidade de que ele saiba a resposta certa de uma questão é de 30%. 
Se ele não sabe a resposta, existe a possibilidade de acertar “no chute”, Não existe a 
possibilidade de ele obter a resposta certa por “cola”. Se ele acertou a questão, qual 


a probabilidade de ele realmente saber a resposta? 


Resolução: 


=4879 9370 Z 


PSNA 03 


P(S/A) = RT 
(4) 0,475 


0,6316 


20. Um analista de uma empresa fotográfica estima que a probabilidade de que uma fir- 
ma concorrente planeje fabricar equipamentos para fotografias instantâneas dentro 
dos próximos 3 anos é 0,30. Se a firma concorrente tem tais planos, será certamente 


construída uma nova fábrica. Se não tem tais planos, há ainda uma probabilidade 


de 0,60 de que, por outras razões, construa uma nova fábrica. Se iniciou os traba- 
lhos de construção de uma nova fábrica, qual a probabilidade de que tenha decidido 


entrar para o campo da fotografia instantânea? 
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Resolução: 


P(FINNF 
E; a MS 0,3 


P(NH) = 0,72 


P(FINNF 
0,6 np EIN) Ô, 
O 
0,4 = NF 


P(EIONF) 0,3 5 pare 
P(NP) 0,72 12 


42 


mn 


P(FIUNF) = 


21. Uma uma X tem 6 bolas brancas e 4 azuis. A urna Y tem 3 bolas brancas e 5 azuis. 
Passam-se duas bolas de X para Y e a seguir retiram-se duas bolas de Y, com repo- 
sição. Sabendo-se que ocorreram duas bolas azuis, qual a probabilidade que duas 
azuis tenham sido transferidas de X para Y? 


Resolução: 


9.000 


P(2Q4 € 24) 588 ami — 2066 = 4 
500057 POA = 5000703407 
P(CD Cc 24) 1728 
9.000 
PARA) = pt2Ae2A) = 588/9.000 a 588 = 0.1918 
P(24) 3.066/9.000 3.066 
Exercícios propostos sespostas 


|. A seguinte afirmação trata da probabilidade de que exatamente um dos eventos, 4 ou 
6, ocorra. Prove que: 


P(ANB)U(A NB) = P(A) + P(B)-2P(ANB) 
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2. Em uma prova cairam dois problemas. Sabe-se que 132 alunos acertaram o primei- 
ro, 86 erraram o segundo, 120 acertaram os dois e 54 acertaram apenas um proble- 
ma. Qual a probabilidade de que um aluno, escolhido ao acaso: 


a) não tenha acertado nenhum problema? 
b) tenha acertado apenas o segundo problema? 


3. Em uma cidade onde se publicam três jornais, 4, Be €, constatou-se que, entre 1.000 
famílias, assinam: A: 470; B: 420; C:315;A e B: 110;A4€e C:220;BeC: 140:;e 75 asst- 
nam os três. Escolhendo-se ao acaso uma família, qual a probabilidade de que ela: 


a) não assine nenhum dos três jornais? 
b) assine apenas um dos três jornais? 
c) assine pelo menos dois jornais? 


4. A tabela abaixo dá a distribuição das probabilidades dos quatro tipos sanguíneos, 
numa certa comunidade. 


o Um Do Jon qa 


Probabilidade de ter 
o tipo especificado 


Probabilidade 
de não ter o tipo 
especificado 


Calcular a probabilidade de que: 
a) um indivíduo, sorteado ao acaso nessa comunidade, tenha o tipo O; 


b) dois indivíduos, sorteados ao acaso nessa comunidade, tenham tipo À e tipo B. 
nessa ordem: 


c) um individuo, sorteado ao acaso nessa comunidade, não tenha o tipo B ou não 
tenha o tipo AB. 


5. Quinze pessoas em uma sala estão usando insígnias numeradas de 1 a 15. Três pessoas 
são escolhidas ao acaso e são retiradas da sala. Os números de suas insígnias são 
anotados. Qual a probabilidade de que: 


a) o menor número seja 7? 
b) o maior número seja 7? 

6. Uma urna contém bolas numeradas: 1, 2, 3, 4,..., n. Duas bolas são escolhidas ao 
acaso. Encontre a probabilidade de que os números das bolas sejam inteiros conse- 
cutivos se a extração é feita: 

a) sem reposição; 
b) com reposição. 
7. Colocam-se 4 números positivos e 6 negativos em 10 memórias de uma máquina de 


calcular (um em cada memória). Efetua-se o produto dos conteúdos de 4 memórias 
selecionadas ao acaso. Qual a probabilidade de que seja positivo? 


8 Ni 


HI 


14. 


15. 


16. 


Respostas 
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Três cartas vão ser retiradas de um baralho de 52 cartas. Calcular a probabilidade 
de que: 


a) todas as três sejam espadas; 
b) as três cartas sejam do mesmo naipe: 
c) as três cartas sejam de naipes diferentes. 


Uma urna contém 10 bolas verdes e 6 azuis. Tiram-se 2 bolas ao acaso. Qual a pro- 


babilidade de que as duas bolas: 
a) sejam verdes? Resp 
b) sejam da mesma cor? 


c) sejam de cores diferentes? 


. De uma caixa com 10 lâmpadas, das quais 6 estão boas, retiram-se 3 lâmpadas ao 


acaso e que são testadas a seguir. Qual a probabilidade de que: 
a) todas acendam? 


b) pelo menos uma lâmpada acenda? 


Uma urna contém 5 bolas pretas, 3 vermelhas, 3 azuis e 2 amarelas. Extraem-se 
simultaneamente 5 bolas. Qual a probabilidade de que saiam 2 bolas pretas, 2 azuis 
e uma amarela? 


-. Uma urna contém 4 bolas brancas, 4 vermelhas e 2 pretas. Outra urna contém 5 


bolas brancas, 3 vermelhas e 3 pretas. Extrai-se uma bola de cada urna. Qual a pro- 
babilidade de que sejam da mesma cor? 


. Uma caixa contém 6 lâmpadas de 40 W, 3 de 60 We | de 100 W. Retiram-se 5 lâm- 


padas com reposição. Qual a probabilidade de que: 

a) saiam 3 de 40 W. 1] de 60 We 1 de 100 Wº 

b) saiam 4 de 40 We 1 de 60 Wº 

c) não saia nenhuma de 60 Wº? 

Numa sala há 4 casais. De cada casal um dos componentes é escolhido. Qual a pro- 
babilidade de serem escolhidos 3 homens ou 4 mulheres? 


As probabilidades de um estudante do curso básico de uma faculdade escolher entre 
matemática, física e estatística são 0,5, 0,3 e 0,2, respectivamente. Selecionam-se 
ao acaso 3 estudantes do ciclo básico desta faculdade. Qual a probabilidade de que 
pelo menos um escolha estatística”? 


Duas pessoas lançam, cada uma, 3 moedas. Qual a probabilidade de que tirem o 
mesmo número de caras? 


. De um grupo de 12 homens e 8 mulheres, retiram-se 4 pessoas para formar uma 


comissão. Qual a probabilidade de: 

a) pelo menos uma mulher fazer parte da comissão? 
b) uma mulher fazer parte da comissão? 

c) haver pessoas dos dois sexos na comissão? 
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18. 4 e B alternadamente e nessa ordem, lançam independentemente 3 moedas. Ganha 


19. 


20. 


E E 


22. 


23. 


24. 


2: 


o primeiro que tirar faces iguais. O jogo termina com a vitória de um deles. Qual a 
probabilidade de 4 ganhar? Qual a probabilidade de 5 ganhar? 


Um tabuleiro quadrado contém 9 orifícios dispostos em 3 Imhas e 3 colunas. Em 
cada buraco cabe uma única bola. Jogam-se 3 bolas sobre o tabuleiro. Qual a proba- 
bilidade de que os orifícios ocupados não estejam alinhados? 


Uma urna contém 1 bola azul e 9 brancas. Uma segunda urna contém x bolas azuis 
e as restantes brancas, num total de 10 bolas. Realizam-se 2 experimentos, separa- 
damente e independentes entre si: 


a) retirar ao acaso uma bola de cada urna; 

b) reunir as bolas das 2 urnas e em seguida retirar 2 bolas ao acaso. 

Calcular o valor minimo de x, a fim de que a probabilidade de saírem 2 bolas azuis 
seja maior no 2º que no 1º experimento. 


Duas lâmpadas ruins são misturadas com 2 lâmpadas boas. As lâmpadas são testa- 
das uma a uma, até que as 2 ruins sejam encontradas. Qual a probabilidade de que a 
última ruim seja encontrada no: 


a) segundo teste; 

b) terceiro teste: 

c) quarto teste. 

Da produção diária de peças de uma determinada máquina, 10% são defeituosas. 
Retiram-se 5 peças da produção dessa máquina num determinado dia. Qual a proba- 
bilidade de que: 

a) no máximo duas sejam boas? R 

b) pelo menos quatro sejam boas? 

c) exatamente três sejam boas? 

d) pelo menos uma seja defeituosa? 

Quatro bolsas de estudo serão sorteadas entre 30 estudantes: 12 do primeiro ciclo e 18 
do segundo ciclo. Qual a probabilidade de que haja entre os sorteados: 

a) um do primeiro ciclo; 

b) no máximo um do segundo ciclo; 

c) pelo menos um de cada ciclo. 


A probabilidade de que a porta de uma casa esteja trancada à chave é de 3/5. Há 10 
chaves em um chaveiro. Qual a probabilidade de que um indivíduo entre na casa po- 
dendo utilizar, se necessário, apenas uma das chaves, tomada ao acaso do chaveiro? 
Em uma urna estão colocadas 5 bolas azuis e 10 bolas brancas. 
a) Retirando-se 5 bolas, sem reposição, calcular a probabilidade; 

a) de as três primeiras serem azuis e as duas últimas brancas; 

a;) de ocorrer 3 bolas azuis e duas brancas. 


ge 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


51. 


EP 
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b) Retirando-se 2 bolas, sem reposição. calcular a probabilidade: 
b;) de a segunda ser azul; 
b>) de ter sido retirada a primeira branca, sabendo-se que a segunda é azul. 


Num supermercado há 2000 lâmpadas, provenientes de 3 fábricas distintas, X, Y e 
Z. X produziu 500, das quais 400 são boas. Y produziu 700, das quais 600 são boas. 
e Z as restantes, das quais 500 são boas. Se sortearmos ao acaso uma das lâmpadas 
nesse supermercado, qual a probabilidade de que: 


a) seja boa? 

b) sendo defeituosa, tenha sido fabricada por Xº? 

Uma em cada dez moedas apresenta o defeito de ser viciada, isto é, a probabilidade 
de obtermos cara nessa moeda é 0,8. Sorteamos ao acaso uma moeda e a lançamos 
5 vezes, obtendo-se 3 caras e 2 coroas. Qual a probabilidade de termos escolhido a 
moeda viciada? 

Uma urna contém 3 bolas brancas e 4 azuis. Uma outra contém 4 brancas e 5 azuis. 


Passa-se uma bola da primeira para a segunda urna e, em seguida, extrai-se uma 
bola da segunda urna. Qual a probabilidade de ser branca? 


Uma pessoa joga um dado. Se sair 6. ganha a partida. Se sair 3, 40u 5, perde. Se sair 
| ou 2, tem o direito de jogar novamente. Desta vez, se sair 4, ganha, e se sair outro 
número, perde. Qual a probabilidade de ganhar? 

A urna À tem 3 bolas pretas e 4 brancas. A uma B tem 4 bolas brancas e 5 pretas. 
Uma bola é retirada ao acaso da urna A e colocada na urna B. Retiram-se ao acaso 2 
bolas da urna B. Qual a probabilidade de que: 

a) ambas sejam da mesma cor? 

b) ambas sejam de cores diferentes? 

A fábrica À produziu 4000 lâmpadas, e a fábrica B, 6000 lâmpadas. 80% das lâm- 
padas de 4 são boas, e 60% das de B são boas também. Escolhe-se uma lâmpada ao 
acaso das 10000 lâmpadas. Qual a probabilidade que: 

a) seja boa, sabendo-se que é da marca 4? 

b) seja boa? 

c) seja defeituosa e da marca Bº 

d) sendo defeituosa, tenha sido fabricada por B? 

A porcentagem de carros com defeito entregue no mercado por certa montadora 
é historicamente estimada em 6%. A produção da montadora vem de três fábricas 
distintas, da matriz, 4, e das filiais, B e €, nas seguintes proporções: 60%, 30% e 
10%, respectivamente. Sabe-se que a proporção de defeitos na matriz é o dobro 
da filial B e, a da filial B é o quádruplo da filial C. Determinar a porcentagem de 
defeito de cada fábrica, 


Er 


35. 


57. 


38. 


39. 


40. 


41. 
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Uma urna contém 4 bolas brancas e 5 pretas. Duas bolas são retiradas ao acaso dessa 
urna e substituídas por 2 bolas verdes. Depois disto, retiram-se 2 bolas. Qual a pro- 
babilidade de saírem bolas brancas? 


- À urna | tem 3 bolas brancas e 2 pretas. A urna II tem 4 bolas brancas e 5 pretas, e a 


urna HI tem 3 bolas brancas e 4 pretas. Passa-se uma bola, escolhida aleatoriamente, 
de I para II. Depois disso, passa-se uma bola da urna II para a urna III e, em seguida, 
retiram-se 2 bolas de III. Qual a probabilidade de saírem 2 bolas brancas? 


Uma urna tem 5 bolas verdes, 4 azuis e 5 brancas. Retiram-se 3 bolas com reposi- 
ção. Qual a probabilidade de que no máximo duas sejam brancas? 


. Num congresso científico, a composição de 4 comissões, 4, B, C e D, é a seguinte: 


5 homens (A) e 5 mulheres (m):3 he 7m;4he6m;e6he4m, respectivamente. 
Uma pessoa é escolhida ao acaso de cada comissão e é formada uma nova comissão, 
E. Qual a probabilidade de que E seja composta por: 

a) 2 mulheres; 

b) pessoas do mesmo sexo; 

c) somente por homens. 


A experiência mostra que determinado aluno, 4, tem probabilidade 0,9 de resolver 
e acertar um exercício novo que lhe é proposto. Seis novos exercícios são apresen- 
tados ao aluno 4 para serem resolvidos. Qual a probabilidade de que ele resolva e 
acerte: 


a) no máximo 2 exercícios; 
b) pelo menos um exercício; 
Cc) os seis exercícios. 


A urna I tem 3 bolas brancas e 4 pretas. A urna II tem 4 bolas brancas e 5 pretas. A 
urna HI tem 3 bolas brancas e 2 pretas, e a urna IV tem 4 bolas brancas e 3 pretas. 
Passa-se uma bola, escolhida ao acaso, de I para II, e também passa-se uma bola, 
escolhida ao acaso, de III para IV. Feito isto, retira-se uma bola da urna Il e uma bola 
da urna IV. Qual a probabilidade de saírem bolas da mesma cor? 


Uma urna tem 3 bolas brancas, 3 pretas e 4 azuis. Duas bolas são retiradas ao acaso 
dessa urna e substituídas por 5 vermelhas. Depois disso, retira-se | bola. Qual a 
probabilidade de sair bola azul? 


Uma caixa, 4. contém 6 bolas azuis e 4 vermelhas, e outra, B, contém 4 bolas azuis e 6 
vermelhas. Uma pessoa extrai ao acaso uma bola de uma das caixas. A probabilidade 
de que seja azul é 0,44. Qual a preferência (probabilidade) da pessoa pela caixa 4? 


São dadas as urnas 4, Be €. Da urna À é retirada uma bola e colocada na urna B. 
Da urna B retira-se uma bola, que é colocada na urna C. Retira-se então uma bola 
da urna €. A probabilidade de ocorrer bola de cor vermelha é de 0,537. Determinar 
o valor de x sabendo que as urnas têm as seguintes composições: 
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3 brancas 6 brancas x brancas 


h vermelhas Bl; vermelhas e! — x) vermelhas 
Uma empresa produz o produto X em 3 fábricas distintas, 4, B e €, como segue: a 
produção de 4 é 2 vezes a de B, cade C é 2 vezes a de B. O produto X é armazenado 
em um depósito central. As proporções de produção defeituosa são: 5% de 4, 3% de 
B e 4% de €. Retira-se uma unidade de X do depósito e verifica-se que é defeituoso. 
Qual a probabilidade de que tenha sido fabricado por 5º? 


Três máquinas, 4, Be €, produzem, respectivamente, 40%, 50% e 10% da produção 
da empresa X. Historicamente as porcentagens de peças defeituosas produzidas em 
cada máquina são: 5%, 3% e 3%, respectivamente. A empresa X contratou um enge- 
nheiro para fazer uma revisão nas máquinas e no processo de produção. Tal engenhei- 
ro conseguiu reduzir pela metade a probabilidade de peças defeituosas da empresa 
e. ainda, igualou as porcentagens de defeitos das máquinas 4 e B, e a porcentagem 
de defeitos em € ficou na metade da conseguida para B. Quais são as novas porcen- 
tagens de defeitos de cada máquina? 


Respostas 


CAPÍTULO 
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» Variáveis aleatórias discretas 


= = [5 

3.1 Definições 

Na prática é, muitas vezes, mais interessante associarmos um número a um evento 
aleatório e calcularmos a probabilidade da ocorrência desse número do que a probabi- 
lidade do evento. 

Introduziremos o conceito de variáveis aleatórias discretas com o seguinte problema: 

Lançam-se três moedas. Seja X o número de ocorrências da face cara. Determinar a 
distribuição de probabilidade de X. 

O espaço amostral do experimento é: 

Q =, C, c), (c, C, r), (c, F, E). (c, F, r). (r, C, É), iz; C, r), (r, F, c). (r, F, r)) 

Se X é o número de caras, X assume os valores 0, 1, 2 e 3. Podemos associar a esses 
números eventos que correspondam à ocorrência de nenhuma, uma, duas ou três caras 
respectivamente, como segue: 


A=tt, rn) 


A=ileorm (roer, (e, r,c) À 


Hs= ie, e tr), (e. r Cc). (Pr, CC); 


Ás =i(c, C, c)3 


Podemos também associar, às probabilidades de X assumir um dos valores, as proba- 
bilidades dos eventos correspondentes: 


P(X=0)=P(A)= 


P(X=D=P(A)= 


co (to co|-=m 
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P(X=D=P(A,)= : 

| | 

P(X =3)=P(A,)= E 

Esquematicamente: Graficamente: 


P(X) 


OS | ta 


co |-— 


e um su e e e pu, 


O RD + 


Vo E====—— 


2 


E DO 


IR 


Então podemos dar a seguinte definição: variável aleatória é a função que associa a 
todo evento pertencente a uma partição do espaço amostral um único número real. 


Notamos que a variável aleatória para ser discreta deve assumir valores em um con- 
junto finito ou em um conjunto infinito, porém enumerável. 


Indicaremos, no caso finito: 


RÉ É e RF RE, 7 


Por Z podemos definir função de probabilidade. 


DEFINIÇÃO 


Função de probabilidade é a função que associa a cada valor assumido pela variá- 
vel aleatória a probabilidade do evento correspondente, isto é: 


PA=m=MHMA)Ii=1,2, can 
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Ao conjunto f(x, p(x;). i= 1...., n) damos o nome de distribuição de probabili- 
dades da variável aleatória X como no quadro 3 e gráfico 4. 


E importante verificar que, para que haja uma distribuição de probabilidades de 
uma variável aleatória X, é necessário que: 


> p(x,) =] 
j=1 


Exemplos de aplicação 
|. Lançam-se 2 dados. Seja X a soma das faces, determinar a distribuição de probabi- 
lidades de X. 


P(X) 


cj SIN Bjo Bjo Gja Bjo 


q 


Ud F=--===--——8 
do pooaanacaacaacag 

tn E======. =... 0000... 0-0 

ON E--========00 >= 0 ===> —— 3 

a] E====== 000000000 00000unio ooo 
O) =-======== == 0000000000 000-— 8 

NO --========= ===... => e 


10 11 12 X 


o pre 


o 


2. Suponhamos que a variável aleatória X tenha função de probabilidade dada por: 
] 


PX=)="3]=1,2,3, 0,8 


Calcular: 

a) P(X ser par): 

b) P(X 23); 

c) P(X ser múltiplo de 3). 


Resolução: 


-“* WEEERENKEN ERES 


PO) | m | ua | us | no [isa | poa 
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Sudene to = a 
TRT ER 


I=| 


a) P(Xserpar)=PX=9)+P(X=9)+P(X=6)+..= 


L 4d | 1/4 I/4 1 
= TRE TO eg — E 
4 16 64 l-1/4 3/4 3 
b PX>29=PX=9+PX=9)+PX=S+..= 
EmA l 1/8 l/8 1 
0. E = —— E — OU 
8 16 32 I-1/2 1/2 4 


PX23)=1-PMX<3=1-[PA=D+PX= 2) = 


c) P(A ser múltiplo de 3) = MA =3)+P(A=6)+..= 


1.1 1/8 1/8 1 
="+—+...= = - 
8 64 |I-1/8 7/8 7 


— 
[— 


3.2 Esperança matemática 

Existem características numéricas que são muito importantes em uma distribuição de 
probabilidades de uma variável aleatória discreta. São os parâmetros das distribuições. 

Um primeiro parâmetro é a esperança matemática (ou simplesmente média) de uma 
variável aleatória. 

Introduzimos o conceito com o seguinte problema: 

Uma seguradora paga R$ 30.000,00 em caso de acidente de carro e cobra uma taxa 
de R$ 1.000,00. Sabe-se que a probabilidade de que um carro sofra acidente é de 3%. 
Quanto espera a seguradora ganhar por carro segurado? 


Resolução: Suponhamos que entre 100 carros segurados, 97 dão lucro de R$ 1.000,00 
e 3 dão prejuízo de R$ 29.000,00 (R$ 30.000,00 — R$ 1.000,00). 
Lucro total = 97 - R$ 1.000,00 — 3 : R$ 29.000,00 = R$ 10.000,00 
Lucro médio por carro = R$ 10.000,00 : 100 = R$ 100,00 
Se chamarmos de X o lucro por carro, e o lucro médio por carro de E(%), teremos: 
971.000,00 — 3- 29.000,00 — 
100 i 


= Eus 1.000,00 — Es 29.000,00 = 
100 100 


E(X)= 


= 0,97-1.000,00 — 0,03- 29.000,00 
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E(X)=x p(x)+x,- p(x,) 


x, = 1.000,00 e p(x,) = 0,97 
Onde 
= 29.000,00 e p(x,) = 0,03 


Seja X: x, X2, .sMmeP(X=x)=p(x),i=l,..sn 


DEFINIÇÃO 


EMO)= Dx p(x,) 


A esperança matemática é um número real. E também uma média aritmética pon- 
derada, como foi visto no exemplo. Notação: E(X), u(x), LU, LL 


Exemplos de aplicação 
|. Resolução do problema pela definição. 


X: “lucro” por carro. Fazendo uma tabela, temos: 


970,00 


-870,00 
100,00 


E(X) = R$ 100,00 


Isto é, o lucro médio por carro é de R$ 100,00. 
2. No problema da página 44, calcular E(X). 


Resolução: 


HA)— 15 


Ou o número médio de caras no lançamento de 3 moedas é 1,5 cara. 
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3. Suponhamos que um número seja sorteado de 1 a 10, inteiros positivos. Seja X o 


número de divisores do número sorteado. Calcular o número médio de divisores do 
número sorteado. 


Resolução: 


X: número de divisores, logo: 


ESa Nº de divisores 


GE 
I 


o |O 
+ | to 


E(X) = 2,1 Número médio de divisores do número sorteado. 


4. Num jogo de dados, 4 paga R$ 20,00 a B e lança 3 dados. Se sair face 1 em um dos da- 
dos apenas, 4 ganha R$ 20,00. Se sair face | em dois dados apenas, 4 ganha R$ 50,00. 


e se sair 1 nos três dados, 4 ganha R$ 80,00. Calcular o lucro líquido médio de 4 em 
uma jogada. 


Resolução: 


T 


B: A | 


C: três faces 1 


E 


D: nenhuma face 1 


X: —20, 0, 30, 60 


Observamos que: 


PAES ge PE dE ag 
6 6 216 6 6 6 216 
| 12 
PES es PRESS e 
6 216 6 6 6 216 
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Fazendo o dispositivo prático: 


E DO 
6 | 
E 


15/216 450/2216 


MAIS 


[oco | 1990216 | 


EX) =-9,21 


Propriedades da esperança matemática 


Í. 


E(k) = k, k: constante. 


Demonstração: 


E(k)= 5 k-p(x)=k-S p(x)=k-l=k 
t=1 f= 


- Ek-X)=k- EX) 


Demonstração: 


Ee 30)=S ex plo)=k-S x p(x)=k- EQ) 


i=1 i=1 


- EXE PF) HA) EM) 


Essa propriedade será demonstrada posteriormente (página 62). 


Li 


t=] 


Ê 25) Xf- > te) 


- E(aX+b)=aK(XM)+b, ae b constantes. 


Demonstração: 


E(aX + b) = E(aX) + E(b) = ab(X) + b 


 EX-u)=0 


Demonstração: 


EX — u;) = EX) — Eu) = HU) — 1, =0 
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3.3  Variância 

O fato de conhecermos a média de uma distribuição de probabilidades já nos ajuda 
bastante, porém não temos uma medida que nos dê o grau de dispersão de probabilidade 
em torno dessa média. 

Vimos que o desvio médio, E(X — u,) é nulo, logo não serve como medida de 
dispersão. 

A medida que dá o grau de dispersão (ou de concentração) de probabilidade em torno 
da média é a variância. 

Para efetuarmos o estudo da variância, consideraremos as distribuições das variáveis 
aleatórias Xe Y com as suas respectivas médias. 


Faremos os gráficos das duas distribuições para termos uma ideia melhor da concen- 
tração ou dispersão de probabilidades em torno da média, que é 1. 


P(X) PQ) 


co) 


oo | — 


em E e a e e e o 


RR 7 
mm me om mf 


Notamos que há uma grande concentração de probabilidades em X e uma grande 
dispersão em Y, com relação à média. 


Definiremos, agora, variáncia. 


VAR(X) = ELLX — EQ) 


No caso discreto, seja X: x1, X2, .., Xne P(X = x;) = p(x;), i= 1,2, ..., n. 
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DEFINIÇÃO 


VAR(X) = pa (Qu — to)” * p(xi) 


Notação: 
VAR(Ã), V(A), G(X), 6,» O 


Calcularemos a VAR(X) do exemplo com essa fórmula: 
CERs 


w 


E OD O O O 
aero o [varoo=0as | 


Deduziremos uma fórmula mais fácil operacionalmente de ser aplicada. 
VARÇO = E([X = ui])" = EtX* + ui — 2H: X) = 
= E(Xº) + E(uo) — EQue - X) = 
=H(XO + ui — 245 - EMO) = EMO) + ui — 21; = 


= E(X*)— us ou 
VARÇO = E(X*) — tE(QOF 


Onde E(X?)= 5 x): p(x,). 


i=] 


Calcularemos a VAR(Y) usando essa fórmula. 


VAR(Y) = E(Yº) -tE()PY 


VAR(Y) = q | 


k 
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VAR(Y) = - = 6,8 


VAR(Y) = 6,8 


Observando novamente os gráficos e os valores de VAR(X) e VAR(Y), concluímos 
que: quanto menor a variância, menor o grau de dispersão de probabilidades em torno 
da média e vice-versa: quanto maior a variância, maior o grau de dispersão da proba- 
bilidade em torno da média. 

A variância é um quadrado, e muitas vezes o resultado torna-se artificial. Por exem- 
plo: a altura média de um grupo de pessoas é 1,70 m, e a variância, 25 cm”. Fica bastante 
esquisito em” em altura. 

Contornamos esse “problema” definindo desvio padrão. 


DEFINIÇÃO 


Desvio padrão da variável X é a raiz quadrada da variância de X, isto é: 
0,= JN VAR(X). 


' 0. )7:=40,25=0,5 
Os CXCMPIOS 
i o,=6,8=2,61 


Usando a tabela da distribuição normal (que será estudada posteriormente), vemos 
que no intervalo de (u—- 6) a (4 + 6) o grau de concentração de probabilidades em 
torno da média é de 68%; no intervalo de (u — 26) a (UU + 26), o grau de concentração 
de probabilidades em torno da média é de 95%, e essa concentração é de 99,7% no 
intervalo de (u—- 30)a (u +30). 


“u-36 u-—-260 U-—S E L+o u+20 U+30 


e 68% 


954 


99,7% 


Exemplificando, se dissermos que a altura média (1) do homem brasileiro adulto 
é de 1,70 m. e desvio padrão (6), 5 cm, estaremos dizendo que entre: 


1,65 me 1,75 m encontramos 68% da população masculina adulta brasileira 
1,60 m e 1,80 m encontramos 95% da população masculina adulta brasileira 


1.55 m e 1,85 m encontramos 99,7% da população masculina adulta brasileira 
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Exemplo de aplicação 

Os empregados 4, B, Ce D ganham 1, 2.2 e 4 salários mínimos, respectivamente. 
Retiram-se amostras com reposição de 2 indivíduos e mede-se o salário médio da amos- 
tra retirada. Qual a média e desvio padrão do salário médio amostral? 


Resolução: 


Seja X: salário médio amostral 


erra 


1/16 | V16 16 


DT [u-sa [ems=s0sne 


Logo: 


E(X)= : = 2.25. média do salário médio amostral. 


> (5) = 0,59375 
4 


- 


VAR(O = 


0:=0,77 Desvio padrão do salário médio amostral. 


Propriedades da variância 
1. VAR (k) = 0, k: constante 


Demonstração: 


VAR(h) = Elk — E(A)P = EXlk = k]º)=0 
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2. VAR(k-X)=k”- VAR(X) 
VAR(k: X) = EL[kX — EO] = EL[kX — KE(X)) = 
=E((X — EMO) =k-EMX — E(X)]) = 
K -VAR(X) 
3. VAR(X +Y)= VAR(X)+ VAR(Y)+2 cov(X,Y) 


VAR(X+N=EM(X+YN-E(X+Y)]) 


Demonstração: 
= EX -E(X)+(Y - EP) = 


= E((X -ECGO)R+[Y - EQ) + 
+ AX — E(X)]-[Y — EO)]) = 

= EMX-EOOP+ ESY - EMP + 
+ 2E([X - E(X))-[Y -E(Y)] = 


=VAR(X)+ VAR(Y) + 2 cov(X,Y) 


DEFINIÇÃO 


Covariância entre Xe Y. 
cov(X, P)= EX — E(X)]-[Y — E(Y)]) 


A covariância mede o grau de dependência entre as duas variáveis Xe Y. 


A. var(S) x, j =S VAR(X)+2S co(X,X) 


i= i=l i<j 
5. VAR(aX +b)=a'VAR(X), a e b constantes. 
Demonstração: 
VAR(aX +b)= VAR(aX)+ VAR(b) + 2cov(aX,b) 


Como cov(aX,b) = El[aX — E(aX)I|[b — E(b)|! = 0, temos: 


VAR(aX +hb)=a” VAR(X) 
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T = = = Bad = nr = F = 
3.4 Distribuição conjunta de duas variáveis aleatórias 
Muitas vezes estaremos interessados em estudar mais de um resultado de um experi- 
mento aleatório. Faremos, apenas, o estudo das variáveis aleatórias bidimensionais. 
Introduziremos esse assunto com o seguinte problema: 


Dado o quadro a seguir, referente ao salário e tempo de serviço de dez operários, 
determinar a distribuição conjunta de probabilidade da variável X: salário (reais); e da 
variável Y: tempo de serviço em anos. 


operiio [A [5 [C[P[E[F[S[H[I/O 


Drjclslclajfeleols [co lcls 


Faremos uma tabela de dupla entrada, no corpo da qual colocaremos a probabilidade 
conjunta das variáveis Xe Y. 


Assim, por exemplo: P(X = 500, Y= 4) = 0, pois não há nenhum operário que ganhe 
500 e tenha 4 anos de serviço. 


2 
P(X = 600, Y= 5)= 10? pois temos dois operários que ganham 600 e têm 5 anos 


de serviço. De modo análogo, calcularemos as demais probabilidades conjuntas, que 
aparecem no quadro. 


EMITE 
[| 50 | 0 | 0 | 
es 


mm O 
EE 310 
HO 


CR 


Função de probabilidade conjunta 


Seja X uma variável aleatória que assume os valores X,, X», .... Xm, € Y uma variável 
aleatória que assume os valores Yi, Yo, ..., Yu. 


DEFINIÇÃO 


A função de probabilidade conjunta associa a cada par (x, Y). i=1...mej=1, 
«hn, a probabilidade P(X = x, Y = y) = p(X; V)). 

Damos o nome de distribuição conjunta de probabilidades da variável bidimen- 
sional (X, Y) ao conjunto: 


(0,57), Pl, ), P=Losmej=1,...,n) 
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Observamos que: 


HT HT 


25 MX=m/=y)=1 


j=1 j=l 


A representação gráfica da variável bidimensional (X, Y) é: 


Distribuições marginais de probabilidades 


Distribuição marginal de X 


Da Tabela 1 tiramos a tabela: 


A probabilidade marginal de X = 600 é: 
P(X=600, Y=4)+P(X=600,Y=5)+ P(X=600, Y=6)= 


0. 3 
=0+—>+— =— 
IO 10 10 


Logo, podemos definir probabilidade marginal de X = x,, i = fixo. 
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DEFINIÇÃO 


P(X = mj=5 M(X=a,f=27), F=bo am 


js! 


rr Ei Hi 


Six =5)=5 5 p=! 


i=] i=1 j=1 


Distribuição marginal de Y 


Da Tabela 1 tiramos a tabela: 


Observamos que a probabilidade marginal de Y = 6 é: 


P(X = 500, Y= 6) + P(X = 600, Y= 6) + P(X = 700, Y= 6) + 


EPs iris. 
10 10 10 10 10 


Logo, podemos definir a probabilidade marginal de Y = y, j = fixo. 


DEFINIÇÃO 


P(Y=y) a P(X- Pp) =D, ch 


=] 


o 
2 PT=9)=> 5. p(x,»,) 
j=l j=l = 


Podemos, dada a distribuição conjunta de probabilidade mostrada na Tabela 1. 
calcular E(X): salário médio; e E(Y): tempo médio de serviço. 
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ARO 500/10 
3/10 1.800/10 
2 


E(X) = 680 


15/10 


E 
6 [on | mo 
Dodo [os O -EDES 


O tempo médio de serviço dos operários é 5,5 anos. 


Distribuições condicionais 
Poderemos estar interessados em calcular o salário médio dos operários com 5 anos 
de serviço, por exemplo. 
Queremos 
E(XIY = 5). 


DEFINIÇÃO 


v(X=x; Y=y) j=fixo 


P(X=xif=y)= ? 7 
( i X) P(Y =») =. 2, o Ih 


eP(r=ry)aA0 


A=x;Y=y) i=fixo 
pis eo 
j P(X =x) Ea Sa 


ePX=x)0 


E q | LR A | Eae da él ” 
3 O TI a sbeyentiris 
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DEFINIÇÃO 


| | m m p(x,:y,;) Jj= , seus FÊ 
E(X!Y = j= o Xx./y. — X;* a 
Gem = =x n6ç) = PED, 17h 


f=] i=| 


DEFINIÇÃO 


n n p(x:yv.) j= fixo 
EV le=a)=D yo piyile)= yo 
1) 2) PU) 2) p(x,) = dao 


j=l 


Ássim: 
P(X = 500/Y= pote OU. 
P(Y=5) 3/10 
e = 5 E 
P(X = 600/F = ge 2/0 “2 
Pr =5) 310 3 
posto pense Be MIS] 
BY =5) 3/10 3 
e 


P(X =800/Y = 5) = UA ai ” — 


Calculando E(X/Y = 5), temos: 


o pé | qd] 


E 
E E 


“e EXY=5)= 633,33 
“. O salário médio dos operários com 5 anos de serviço é de R$ 633,33. 


Da mesma forma, podemos definir: 


be Estatistica basica 
VAR(X/Y =3)=5(x—u)-p(x,/y) ou 


f=] 


VAR(X/Y = y)) = E(XY = y,)- (E(XIY = y)P, 


onde 
ja Ms. 11,2; ash 
EX v=9)=5 w-p(x/p). 
( p= Zn PD: o 
Também 
VAR(YIX =x)=5 (»,-u)-p(y,/x,) ou 
J=] 
VAR(V/X =x)= EQ" IX =x) (EQIX =) 
onde 


a i=1,2,.,m 
EMUTA Ss) = “ p(y/x). a 
( ) ay Pl). meo 
Como aplicação dessas definições, podemos calcular o tempo médio de serviço e 
o desvio padrão dos operários com salários de R$ 700,00. 


Queremos E(Y!X = 700) e VAR(YX = 700). 


P(W/X=700) | Y- P(W/X= 700) | Yº: P(WX= 700) 
E = E = 
De [ns | ns 
Da [om [om 


13 
213 


é 
E 


+ E(VIX = 700)= + =5,67 


vAR(rix =700)= [7] “2 
o dao 


2 O (YIX = 700) - = 0,47 
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Variáveis aleatórias independentes 
A, Mason Ds CllA =x )=p(x )i=1, ., Mm 


> “Cm 


Fyos y oMmePT=r)=pO)j=L2,..,n 


Sejam | 


As variáveis aleatórias X e Y são independentes se, e somente se. PM(X =x, Y=»y,) 
=P(A=x;) P(Y=y;), para todo par (XY). = 1,2, . ,mej=1,2,..,n 
As variáveis Xe Y do problema 1 não são independentes, pois, por exemplo, 
P(X = 500, F=4)=0€e P(A =500):P(Y = js EE a 
10 10 100 


“+ P(A =500,/=4)2P(X —500): PU = 4). 


Funções de variáveis aleatórias 


Conhecidas X, Ye P(X, Y), poderemos estar interessados em calcular F(X, Y). isto é, fun- 
ções deXe Ycomo X+FLA-YX-F2X+3Y,3X-2Fetc. 


Veremos primeiro alguns resultados importantes. 
ud sus Mm BEÇA TI pa sam 
Fysyas osmneP(Y=y)=p(y)J= nn 
Logo 


(x, H): (Xi, Yi), (Xi, Y2). ...3 (Xmis Yu) ES) 


[= 
PX =x, Y=y)-P(,, y,). = 


1. EX+ Y) = EM) + EM) 


Demonstração: 


um H 


E(X+1)=5 5 (x ty) p(x,y)= SS a p(x,y)+ 


i=j j=l i=1 j=] 


CE! E] ty 


O 2 “Pl, =5 x > py) t >» ds PCs), ) = 


=; j= i=| j=l j=] i=| 


nr 


= di” pot; -P(y) = EMO LE) 


(Demonstramos a propriedade 3 da Esperança). 


B4 Estatistica básica 


2. Cov(X,N=E(X-Y)- EM) -E(Y) 


Demonstração: 
cov(X, Y)=EMX— u MY— u,=EMY-Xu,—u,Y+ 


tu us=EAX PD EL u,)- Eu, D+ 
+E(u, u)=HA1)— au, E(A)— 
Hd BE hi, =D) 
MM tua =HA Du, 

3. Se Xe Y são independentes, então H(X - 1) = E(X) - E(N). 


Demonstração: 


E(X -Y)= S' Sr a) "p(X,)y,)= 


i=1 “j=] 


rena 


i=1 j=1 


=> (x): >»; p(y) = ECO EM) 


4. SeXe Y são independentes, então cov(X,. Y) = 0. 

A recíproca não é verdadeira. 
5. SeXe Y são independentes, então VAR(X + Y) = VAR(M) + VAR(Y) 
BD. Se X, X, .... Xy São independentes, então 


var[S x — SvaR(s) 


i=I 


Aplicação: 


Dada a distribuição conjunta de probabilidades da variável (X, Y), representada pela 
tabela acima, calcular: 


a) E(QX-3Y) 
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b) cov(X, Y) 
c) VARQX-3Y) 
d) E(YVX= 1) 


Resolução: 


SER 
Is [ o. E 
“8 = 

Fo 


ae rs pa 
/8 nt 4/8 
7 dt 
rm [o [oe [ioe[ oe | mo=5 


4 
Observamos que P(X =0,Y=0)=-—  P(X = 0)=—- cP(Y=0)= 


no [oo 


P(X =0,/Y=0=P(X=0)-P(Y=0) 
Xe Y não são independentes. 
E(X)=0,5 e VAR(X)=0,5-0,5"= 0,25 .. 
VAR(Y) = 0,25 e 0:=0,5 
E(W = 1,5 e VAR(N) =3- 1,5*= 0,75 .. 
VAR(Y =0,75 e 0,=0,87 


Calcularemos agora a cov(X, Y). Definiremos a variável Z= X- Ye faremos a distri- 
buição de Z. 


: EUD=SEX-W=1 


Como 


cov(X, Y) = EX: N - EO - E(Y, 
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temos 
cov(X, )=1-0,5- 1,5=0,25. 


à EOX-3N= SED) 2. 05-35 =-—45 
b) cov(X, Y) = 0,25 
c) VARQX-3Y) = VARA) + VAR(G - W—- 2cov(2X, 3W = 
= AVAR(O + 9VAR(N) — 12cov(X, V) = 
=4.(0,25+9.0,75-12-0,25=4,75 
Obs.: 
cov(2A, 3 P) = EX[ZA — EASY — EGH)]; = 
= EUA ZH] [Sr SEO]; 
= 6EA— EM] s [7 — E(M)]) = 6 cov(A, 1) 
d) E(YIX = 1) 


Do P(VIX = 1) FER 1) 


E(VIX= 1)=2 


Coeficiente de correlação 

Se estivermos estudando a dependência entre as variáveis X: altura do pai em cm, 
e Y: altura do 1º filho em cm, ao calcularmos a covariância, teremos uma medida ao 
quadrado (cm”). Além disso, o campo de variação da covariância é muito amplo, isto é, 
—oo < cov(X, Y) <+os, 

Introduziremos o conceito de coeficiente de correlação, que supera esses problemas. 


Coeficiente de correlação (p) entre Xe Y 


* cov(X,Y) 
Goi 
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Também: 


elpj<l => —I<ps+l. 


a) Quando p > 0, cov(X, Y) > 0. O diagrama de dispersão é: 


(p=+1) 


H, X 


b) Quando p < 0. cov(X, Y) <0. Graficamente: 
(p=) 


GY 
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Observamos que quando p > 0 ep <0,as “nuvens” de pontos dos diagramas 
de dispersão (a) e (5) apresentam uma “tendência” linear. Quanto mais próximo for p de 
+l e p de —l, maior o grau de dependência entre as variáveis e maior a confiabilidade 
de se escrever uma variável em função da outra por meio do processo dos mínimos 
quadrados, por exemplo. 


Exemplo de aplicação 
Dada a distribuição conjunta bidimensional (X, Y) representada pela tabela de 
dupla entrada, determinar: 
a) p; 
b) a representação espacial de P(X, Y); 
c) se possível, a reta de regressão de Y em função de X. 


Resolução: 


| 
ET ETS Espe 
EE jo po qa)À,. 


o [o [1 
EE E a E 
o [ou fas [ua [1 | roo=r [mono 
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pro[ o [24 [as | ms 


Verificando se X e Y são independentes. 


FA UE) = 


P(X =0)= 


Elo feio. 


P(Y =0)= 


P(X=0)P(Y=0)= DT 


pj 
& |m 
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cPAÃ=0,F=02MX=0)- PAO) +. 
“Xe Y não são independentes. 


Seja Z=X- Y. Calcularemos E(X - Y). 


ED=EX-W=0,5 
cov(X, W=0,5-1,1=0,5 


VARQO = 1,5- ?=0,5 o, =V0,5 
VAR(Y = 1,5- P= 0,5 ,=v0,5 
O, — 0,5 


Como p =-l1, existirá uma reta de regressão de Y em função de X, Y= aX + b. Nesse 
exemplo específico é fácil determinarmos esta equação, sem o uso do processo dos mií- 
nimos quadrados, pois, graficamente: 


P(X, Y) 


Ejto 


Ja | 


pap CE 
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No plano (X, O, Y). temos: 


À equação da reta, nesse caso, é: 
P="X+2 
3.5 Função de distribuição 


Suponhamos que uma variável aleatória discreta X tenha a seguinte distribuição de 
probabilidades. 


Definimos função de distribuição de X: 


F()=P(X <=> p(x) 


Temos, então: 

FHD=PMXSD=PMX=1=0] 

F(2)=PMXSD=PX=0)+PM(A=2)=0,3 

F(3)=PMX<3)=PMX=D+AMX=29)+P(X=3)= 
=H(2)+P(X=3)=0,3+04=0,7 

HO)=PX<9)=PX<9)+PX=9)=FO)+P(X=4)= 
=(0,7+0,2=0,9 

FS) =PX<O)+HPX=5)=M4)+P(X=5)=0,9+0,1=1 
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Podemos calcular também: 
F(1,34)=P(4<1,34)=PA<h))=H1)=0,1 
F(OS9S)=PASI,9S)=PMNS3)=P(3)=0,7 
Hn=PÃX<N)=P(X<5)=H5)=1 
H-S)=PA<-5)=0 

Com esses resultados podemos escrever: 


O seX<l 
O] sel=A<2 
U3seZ=A<Ss 

FO) =0,7se3<X<4 
0,9 sed=<=AX <s5 
| seXz=5 


Fazendo o gráfico de F(x). temos: 


Fo) 


Õ l Es 3 4 X 


O domínio de F(x) é R e o contradomínio é o conjunto £0,1: 0.3: 0.7; 0,9; 11. 


Propriedades de F(x) 
1. 0<FQ)<I 
Como F(x)=P(x<x)ec0<PMAX=)<lI>0<HMM<I. 


2. F(--0)=0 
F(-0)= lim F(x)=0 


Como se pode ver no exercício. 
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3. Fto)= 
F(+9)= lim F(x)=] 


corresponde ao evento certo. 
4. F(x) é descontínua nos pontos X = x,, onde P(X = x9) = O. 
lim F(c0) = lim FO) =F(x,) 


5. F(x) é continua à direita dos pontos X = xo, onde P(X = x5) £ 0. 


Se p(X =x,)>0=> lim F(x)=F (x) 


5. Pla<X<b)=F(b)-F(a) 
a e 
a b 


Podemos escrever: (— 00, b] = (— 00, a] U (a, b] (mutuamente exclusivos). 
«PX<b)=PA<ag+P(a<Ax<sh) 
P(la<X<b)=P(X<bh)-P(X<a) .. 
“Pla<X<b)=F(b)- Ha) 
7. Pa<sX<b)=F(b)-F(a)+ P(X=a) 
Como (a<X<bh)> [a b|=(a, b] Ula!. temos: 


Pa<x<b)=Fb-Ho)+PX=a). 


8. P(a<X<b)=F(b)-F(a)- P(X = b) 
Como (a, b]=(a, b)U 1h), 
P(a<X<b)=F(b)- Fla) - P(X = b). 
9. F(x) é uma função não decrescente. 
Como P(a<X<b)=Fb)-FHa)z20= F(b)> Fa), 


logo, F(x) é não decrescente. 


Exemplo de aplicação 


Seja X a variável aleatória discreta com F(x) dada pelo gráfico. Determinar E(X) e 
VAR(ÇÃ. 
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Fx) 
l —— 
0,9 ET 
O, -——s 
0,4 | 
0,1 
O | Ps 3 q A 


Como foi visto no exemplo, o “degrau” em X = a é igual a P(X = a). Logo podemos 
formar a tabela da distribuição de probabilidades de X. 


VAR(O = 4,4- 1,8º .. VAR(YO= 1,16 


Exercícios resolvidos 


|. Uma urna contém 4 bolas brancas e 6 pretas. Três bolas são retiradas com reposição. 
Seja X o número de bolas brancas. Calcular E(X). 


P(X=0)=P(GP)=0,6-0,6-0,6=0.216 
PX=0=P(1Be2P)=0,4-0,6-0,6-3= 0,432 
PX=9=PQBelP)=04-0,4-0,6-3= 0,288 


P(X=3)=P(3B)=0,4:0,4-0,4 = 0,064 
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EGO = 12 


2. Um caça-níquel tem dois discos que funcionam independentemente um do outro. 
Cada disco tem 10 figuras: 4 maçãs, 3 bananas, 2 peras e 1 laranja. Uma pessoa 
paga R$ 80,00 e aciona a máquina. Se aparecerem 2 maçãs, ganha R$ 40,00; se 
aparecerem 2 bananas, ganha R$ 80,00; R$ 140,00 se aparecerem 2 peras; e ganha 
R$ 180,00 se aparecerem 2 laranjas. Qual a esperança de ganho numa única jogada? 

P(M)=0,4: P(B)=0,3;P(P)=0,)2e P(L)=0,] 
P(MNM=04:-0,4=0,16 

P(B MN B)=0,3-0,3 = 0,09 

P(PNP)=0,2-0,2 = 0,04 

P(LNL)-0,1-.0,]= 0,01] 

Logo, 

P(2 frutas diferentes) = 1 — 40,16 + 0,09 + 0,04 + 0,013 = 0.70 


Dm [4 | do | or [60 
E 


80 | 0,09 0,00 


so | 100 [001 | 100 
Do | mo | 0% [60 — 
E E O O 


E(X) = 59,00 


SU 

80 
80 140 
80 

80 —80 


A esperança de a pessoa “lucrar” numa única jogada é negativa. 


3. Na produção de uma peça são empregadas duas máquinas. A primeira é utilizada 
para efetivamente produzir as peças, e o custo de produção é de R$ 50,00 por uni- 
dade. Das peças produzidas nessa máquina, 90% são perfeitas. As peças defeituosas 
(produzidas na primeira máquina) são colocadas na segunda máquina para a tenta- 
tiva de recuperação (torná-las perfeitas). Nessa segunda máquina o custo por peça 
é de R$ 25,00, mas apenas 60% das peças são de fato recuperadas. Sabendo que 
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cada peça perfeita é vendida por R$ 90,00. e que cada peça defeituosa é vendida por 
R$ 20,00, calcule o lucro por peça esperado pelo fabricante. 


Gusto [Venda [Xnero/ O) [XAD [ 


50 + 25 20 —25 0,04 —2,20 peças defeituosas 
TT dfssaoo— 


O lucro esperado, por peça, é R$ 34,70 . 


4. Um supermercado faz a seguinte promoção: o cliente, ao passar pelo caixa, lança 
um dado. Se sair face 6 tem um desconto de 30% sobre o total de sua conta. Se sair 
5 o desconto é de 20%. Se ocorrer face 4 é de 10%, e se ocorrerem faces 1,2 0u3 0 
desconto é de 5%. 


a) Calcular a probabilidade de que num grupo de 5 clientes, pelo menos um consi- 
ga um desconto maior que 10%. 


b) Calcular a probabilidade de que o 4º cliente seja o primeiro a conseguir 30%. 


c) Calcular o desconto médio concedido. 


Resolução: 


Face 6: 30% — P(6) = 


Os | ms 


| 
Face 5: 20% — P(5)= a 
l 
Face 4: 10% — P(4)= E 
| 3 
Face (1, 2 ou 3): 5% > P(l ou2 ou 3)= E 
4Y | 
a) P(Pelo menos 1 > 10%) = | — P(nenhum > 10%) = 1=[|-] =0,8683 
] 
b) A: conseguir desconto de 30% P(A) = E 
A a SV (1) 125 
P(A A Ae A)= E] (5)- — =(0,0965 
6 6/ 216 


c) X: Desconto 
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E(X) — 12,5% 
Desconto médio 


5. Um banco pretende aumentar a eficiência de seus caixas. Oferece um prêmio de 
R$ 150,00 para cada cliente atendido além de 42 clientes por dia. O banco tem um 
ganho operacional de R$ 100,00 para cada cliente atendido além de 41. As probabi- 
lidades de atendimento são: 


Tao4 | 0 | 0006 | ogná 


Qual a esperança de ganho do banco se este novo sistema for implantado? 
X: ganho (lucro) 


Probabilidade 


hem | 000 | 00 | 00% | 08 | 00 
Ta | 000 | 10000 | 10000 | 006 | 600 — 


a | 30000 | 30000 | 000 [ 001 | 000 | 
4 
F 
E O O 


E(X) = 7,30 


Logo, o sistema é vantajoso para o banco. 


6. Sabe-se que uma moeda mostra a face cara quatro vezes mais do que a face coroa, 
quando lançada. Esta moeda é lançada 4 vezes. Seja X o número de caras que apa- 
rece, determine: 


a) HA) 

b) VAR(O 

o P(X>2) 

d) P(I<x<3) 
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Resolução: 


1 
seja P(r)=peP(c)=4pcomp+4p=1 5 p= e logo 


P()= : =0,8 


| 
P(r)=2=0,2 
()=5 


P(X= 0) = P(4r) = (0.2) = 0.0016 
P(X=1)=P(lee3r)= (0,8) - (0,2) - 4= 0,0256 
P(X=2)=PQce2)=(0,82-(0,2)- 6=0,1536 
P(X=3)=P(Gce Ir)= (0,8) - (0,2) - 4= 0,4096 
P(X= 4) = P(4c) = (0,8) = 0,4096. 


DX |» [x 
E RE [e o o 
do jim | oa | amo 


[a odoss | iesta | Tassão 
[oa sã rios — 


a) EX) = 3.20 
b) VAR(Y) = 10,88-3,20º= 0,64 
o) PMX29=PX=9+PX=3)+P(X=4)= 
= 0,1536 + 0,4096 + 0,4096 = 0.9728 ou 
P(X>9)=1-PX<D)=1-SPX=0+P(X=1)= 
=| — 40,0016 + 0,0256) = 1 —- 0,0272 = 0,9728 
d) PI<x<9)=PX=D+P(X=2)=0,0256+0,1536= 0,1792 


7. As probabilidades de que um aluno no período das provas tenha uma ou duas pro- 
vas, no mesmo dia, são 0,70 e 0,30 respectivamente. A probabilidade de que deixe 
de fazer uma prova, por razões diversas, é 0,20. O tempo de duração de cada prova 
é de 90 minutos. Faça X o tempo total gasto, por dia, que ele usa fazendo as provas. 
Achar em média quantas horas gasta, por dia, resolvendo as provas. 


Tê Estatistica basica 


P(PeF 
F us 0,14 


Do POPerI) 
US Tejo SE COS qe 


= PRE RE) 


| po, 
(0,2) 
P(2Pe FI) | 
SE FI————————— 0,096 
08.2 08) po A elD, q), p(F)=0,192 


0,2 As 


P(F) = 0,1520 


0,012 P(FI) = 0,656 


E(X) — 93,6 min = lh 34 min. 


8. Um jogador Á aposta com B R$ 100,00 e lança 2 dados, nos quais as probabilida- 
des de sair cada face são proporcionais aos valores da face. Se sair soma 7, ganha 
R$ 50,00 de B. Se sair soma 11, ganha R$ 100,00 de B; e se sair soma 2, ganha 
R$ 200,00 de B. Nos demais casos 4 perde a aposta. Qual a esperança de lucro (ganho) 
do jogador 4 em uma única jogada? 


Sejam: P(1) =p, P(2)= 2p, P(3)=3p, P(4)= 4p, P(5)=5pe P(6) = 6p. 


Como 
- | 
P(i)j=1 > 21p=1, =2— 
2 (1) Pp p= 
logo 
l 
P(I) = — X: soma 7 
21 
PoE L JF: | 
51 : soma . 
P=> £Z: soma 2 


21 T: outra soma 
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4 Es ai 
P(4)= 2 X=t(1, 6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2), (6, 1); 


5 | | 
P() = 21 P=(5. 6), (6, 5)) 


6 
Si LU, 1); 


Logo 


aee OL 60 | l 
P(X)=—, P(/)=——, P(Z)=——. 
(et) 441 (1) 44] e) 441 


E, portanto, 


Hin=ij = cet 
| 441 44] 44] 44] 


FO 
50 | 0 | sós | asouio 
o | 10 | o | cui | o — 
o | 20 | 0 | uam | room 
o | O | oo | rum | srsooua 


| as 1007441 | 


“35.100 


Logo E(X)= E(X) = -R$ 79,59 


441 


Portanto, a esperança de ganho do jogador 4 em uma única jogada é negativa. 


9. Seja 


O paraX<O 
0,] paral<sA<| 
0,3 paral<X<2 

F(x)=4 0,5 paraZ2<Ã<3 
0,8 paraS <A <4 
0,9 para 4 <X<5 
| paraX=>5 


Em à 


BO Estatística básica 
a) Construir o gráfico de F(x). 


b) Determinar a distribuição de X, E(X) e VAR(M). 
c) Sendo YF=3X-2, calcular E(Y) e VAR(I). 


Resolução: 


a) 


b) 


EM) =2,4 
VAR = 7,8-2,42= 2,04 
o) V=3X-2 
E) =EGX-D)=3E0-E0)=3-24-2=B0 
VAR(N = VARGX-2)=9 VAR(O =9-2,04= 18,36 


10. Dadas as distribuições das variáveis Xe Y, independentes, construir a distribuição conjunta 
de (X, Y). Sendo Z= 3X + Y, calcular a H(Z) e VAR(Z), usando a distribuição de Z. 
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1 [004/008/0,08 | 02. 


0,08 | 0,2 
04 [04 [1 


Observando-se os valores de Z e as probabilidades respectivas em ambas as tabelas, 
fazemos: 


VAR(Z) = 76.88 — 8,4º 


VAR(Z) = 6,32 


11. Sejam X: renda familiar em R$ 1.000,00 
Y: nº de aparelhos de TV em cores. 
Considere o quadro: 


|“ EREAEIRREIEAFARRERER 


“| NRNRHNHRHERREE 


a) Verificar, usando o coeficiente de correlação p, se há dependência entre as 
duas variáveis. 

b) Determinar a renda familiar média de quem possui 2 aparelhos de TV 
(usando distribuição de probabilidade E(X/Y = 2)). 
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Resolução: 


0,6 
1,2 


mm! 


a) VAR) = 5.1 (2,1) = 0,69 


0,= [0,69 =0,83 


VAR(Y =5,1— (2,1) = 0,69 


o, =/0,69 = 0,83 


HO =EX-N=4,9 

cov(X, )=5.1-2,1:2.1 

cov(X, Y) = 0,49 

se 0,49 
0,83-0,83 

p=0,7113 


Há dependência linear entre Xe Y. 
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b) HAY=2)=? 


ass promos 


AM F=2)=2 


12. Dada a distribuição conjunta das variáveis X e Y, independentes, seja Z = 2X — 4Y. 
Calcular E(Z) e VAR(Z), usando a distribuição de Z. 


0,3 
| 


E(D) = 1,0 
VAR(9=872-" => VARD=77 
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13. Considere a distribuição conjunta das variáveis X e Y. Defina Z=|X - Ye 
W =X + Y. Construa a distribuição conjunta de probabilidades de Z e W e 
calcule a cov(Z, W). 


ES 


= e a ie 
E ed sa 
[ras [os [oz [as [oi 


Xe Y não são independentes. 


ERR 
ERES 
ETETES 


tido 


rap o fas fas [orfos [a [mpria 


HN=EZ- W)=4,6 
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Logo: 
cov(Z, W)=4,6- 1,2 - 4,0 


cov(Z, W) — —0,2 


14. As variáveis aleatórias X e Y são independentes e têm as seguintes distribuições de 
probabilidades: 


L=NX+2Y 


Sejam 7 
T=|2X-3F| 


eW=Z-T, calcular E(W). 


Obs.: Para cada célula vale: 


P(A) - PO) 


Portanto, E(W) = 32,76 


[e18) 


Exercícios propostos 


IE 


Estatistica basica 
Respostas 


Uma urna tem 4 bolas brancas e 3 pretas. Retiram-se 3 bolas sem reposição. Seja X: 
número de bolas brancas, determinar a distribuição de probabilidades de X. 


Fazer o exercício anterior considerando extração com reposição. 


Dada a tabela: 


a) Ache p; 
b) Calcule PM(X>24)e P(X<3): 
c) Calcule P(|jX-—-3|<2). 


As probabilidades de que haja 1, 2,3, 4 ou 5 pessoas em cada carro que vá ao litoral 
num sábado são, respectivamente: 0,05: 0,20; 0,40; 0,25 e 0,10. Qual o número mé- 
dio de pessoas por carro? Se chegam no litoral 4000 carros por hora, qual o número 
esperado de pessoas, em 10 horas de contagem? 


Uma urna contém 6 bolas numeradas de 1 a 6. Uma pessoa paga R$ 600,00 e retira 
aleatoriamente uma bola. Se retirar a bola 6 recebe R$ 1.500,00; se retirar as bolas 
2,3, 4 ou 5 nada recebe; e se retirar a bola 1 irá escolher outra bola, sem repor a 
primeira, e se esta segunda for a bola 6, recebe R$ 3.600,00; caso contrário, nada 
recebe. Calcular quanto a pessoa que está jogando espera lucrar. 


Um produtor de sementes vende pacotes com 15 sementes cada um. Os pacotes que 

apresentam mais de duas sementes sem germinar são indenizados. A probabilidade 

de uma semente germinar é de 95%. 

a) Qual a probabilidade de um pacote não ser indenizado? 

b Seo produtor vende 2000 pacotes, qual o número esperado de pacotes que serão 
indenizados? 

c) Se um pacote é indenizado, o produtor tem um prejuízo de R$ 24,50, e se o pacote 
não é indenizado, tem um lucro de R$ 50,40. Qual o lucro esperado por pacote? 


Dois jogadores fazem uma aposta. 4 paga R$ 100,00 para B e lança duas moedas vicia- 
das não simultaneamente. A probabilidade de sair cara da 1º moeda é 0.3, e da 2º: moeda 
é 0,2. Se sair cara na 1º moeda tem o direito de lançar a 2*: se sair cara na 2º moeda ganha 
R$ 200,00; e se sair coroa, ganha R$ 100,00. Se sair coroa na 1º moeda, À nada ganha. 
Qual a esperança de lucro do jogador 4 em uma única jogada? 


Um jogador 4 paga R$ 5.00 a B e lança um dado. Se sair face 3, ganha R$ 20,00. Se 
sair faces 4, 5 ou 6, perde. Se sair faces | ou 2, tem o direito de jogar novamente. 
Desta vez lança dois dados. Se sair duas faces 6. ganha R$ 50,00. Se sair uma face 
6, recebe o dinheiro pago de volta. Nos demais casos, perde. Seja X o lucro líquido 
do jogador À nesse jogo. 


Determinar: 
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a) Distribuição de probabilidade de X: 

b) E(X); 

o) VARÇO. 


Calcular a média e a variância da variável. X, onde X assume os valores 1,2,3,....n, 
equiprovavelmente. 


. À função de probabilidade da variável aleatória X é: P(X) = a .paraX=1,2,3,4, 


5. Calcular E(X) e E(X”), e usando esses resultados, calcular: 


a) E(X+3); 
b) VARGX-2). 


- Sendo P(X =x) = 0,5º, x = 1, 2, 3, ..., calcular E(*). 


. Um jogador lança um dado. Se aparecerem os números 1, 2 ou 3, recebe R$ 10,00. Se, 


no entanto, aparecer 4 ou 5, recebe R$ 5.00. Se aparecer 6. ganha R$ 20,00. Qual o 
ganho médio do jogador? 


. Uma pessoa vende colhedeiras de milho. Visita semanalmente uma, duas ou três 


propriedades rurais com probabilidades 0,2, 0,5 e 0,3, respectivamente. De cada 
contato pode conseguir a venda de 1 colhedeira por R$ 120.000,00 com probabilida- 
de 0,3, ou nenhuma venda com probabilidade 0,7. Determinar o valor total esperado 
(médio) das vendas semanais. 


. Seja X o número de caras, e Y o número de coroas quando são lançadas 2 moedas. 


Calcular média e variância de Z=2X+ Y, 


. Um sinal consiste de uma série de vibrações de magnitude X. Um ruído consiste de 


uma série de vibrações de magnitude Y, tendo os valores 2, O e -2 com probabilida- 
des 1/6, 2/3 e 1/6, respectivamente. Se ruídos e sinais são combinados de vibrações 
sincronizadas, a soma consiste de vibrações de magnitude Z = X + Y. Construir a 
função de probabilidade de Z, calcular H(Z) e VAR(Z), admitindo independência 
entre ruído e sinal. X assume os valores 1, O e —1, cada um com probabilidade 1/53. 


. Seja X a renda familiar em R$ 1.000,00, e Y o número de carros da família. Consi- 


dere o quadro: 


Calcular: 

a) (AX), EN); 

b) VAR(X). VAR(N): 
e) cov(Ã, XY); 

d) p. 
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17. Num posto de vistoria de carros foram examinados 10 veículos, sendo que o núme- 
ro de irregularidades nos itens de segurança (X) e o número de irregularidades nos 
documentos (XY) são os dados no quadro a seguir. Calcule o coeficiente de correlação 
entre as variáveis entre Xe Y. 


18. Dada a distribuição conjunta de probabilidades da variável (X, Y), determinar p e 
tentar escrever Y em função de X. 


Dada a tabela da distribuição conjunta de Xe Y, calcular: 
a) cov(Ã, 1); 
b) p 
20. Dada a tabela da distribuição conjunta, calcular: 
a) EMA -3Y); 
b) VAR(GÃX+2)Y); 
Cc) p; 
d) E(X/Y = 2). 
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21. Uma urna contém 3 bolas vermelhas e 2 verdes. Dessa urna, retiram-se 2 bolas sem 
reposição. Sejam: 


» O se a primeira bola for verde: 
“|Isea primeira bola for vermelha. 


* |O sea segunda bola for verde; 
“lisea segunda bola for vermelha. 


a) Determinar a distribuição conjunta para Xe Y; 
b) Calcular E(X), EN), VAR(A), VAR(Y); 

c) EX + Ne VARÇE+ Y); 

d) p. 


22. As variáveis aleatórias X e Y são independentes e têm a seguinte distribuição de 
probabilidades. 


Considerando a variável aleatória Z = X + Y, construir a tabela da distribuição de 
probabilidades de Z e com ela calcular E(Z) e VAR(Z). 


23. A variável aleatória bidimensional (X, Y) tem a seguinte tabela de distribuição de 


probabilidades: 
0,30 | 
0,18 


Calcular: 

a) ELA + DP); 

b) p; 

c) VAR(YX=2). 


24. As variáveis aleatórias X e Y são independentes e têm as seguintes distribuições: 


Considerando a variável 
£=X-Y, construir a ta- 
bela da distribuição de Z 
e, usando a tabela, calcu- 
lar E(Z) e VAR(Z). 


90 


25. 


26. 


al 


28. 


2. 


Respostas 


Estatistica basica 


Dada a distribuição conjunta de (X, Y), determinar a média e variância de: 
a) XY Db) X- TF 


TESE SES 


E RR 7 


As variáveis Xe Y são independentes e suas distribuições são: 


x 2 3. 4 y Lo» Ss 
PX) 03 04 03 PY O 03 02 


Seja Z=|X- 2Y|. determine E (Z) usando a distribuição de probabilidade de Z. 


Suponha que X e Y tenham a seguinte tabela de distribuição conjunta: 


a) Determinar a função de probabilidade de X + Ye, a partir daí. E(X + Y). De outra 
maneira pode-se obter a mesma resposta? 


b) Determinar a função de probabilidade de (X - Y) e, em seguida, calcular E(XY). 
c) Mostrar que, embora E(XY) = E(X) - E(Y) ocorra, Xe Y não são independentes. 
Suponha que (X, Y) tenha a seguinte distribuição de probabilidade: 


a) Mostre que a tabela anterior é realmente uma distribuição de probabilidade. 
b) Calcule H(X/Y = 2). 

c) Calcule VAR(YX = 1). 

As variáveis aleatórias X e Y são independentes. 

a) Completar o quadro determinando os valores de a, Dec. 

b) Seja Z=|3X — 4H. calcular E(Z) usando a distribuição de probabilidade de Z. 
c) Calcular VAR(SX — 2h). 


Respostas 
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30. As variáveis Xe Y são independentes e têm média e variância iguais a 5 e 6 para X, 


31. 


32. 


Es 


34. 


e4e3 para Y. Calcular a média e variância de: 

a) X-F BD) SA RAr. 

Sendo Z = 5X + 3Y—- 4, onde X e Y são independentes, E(X) = 3, VAR(X) = 2, 
E(Y)=4e VAR()Y) = 53. Determinar E(Z) e VAR(Z). 


Em um pequeno grupo de casais empregados, a renda X do marido e Y da respectiva 
esposa tem sua distribuição conjunta de probabilidades dada abaixo: 


Xe Yem milhares de reais. 

a) Seja W=0,6X+ 0,8Y a renda do casal após dedução de impostos, qual sua média 
e sua variância? 

b) Xe Y são independentes? Qual é o coeficiente de correlação p,y? 

A função de probabilidade conjunta de duas variáveis X e Y é dada por P(X = x: 

Y=))=132-(x+y),paraX=0,1,2,3eY=0,1. Verificar que a função de pro- 

babilidade de marginal de X é P(X) = 1832 (x + 1),X=0, 1,2,3 e que a função de 

probabilidade de marginal de Yé P(N = 11607 +77, Y=0,1. 

a) Complete o quadro abaixo, supondo que X e Y são independentes. 

b) Calcule a esperança de Y, dado que X = 2. 

c) Seja Z=4X-3Y, calcule E(Z) e MZ). 

d) Dé a distribuição de Z e obtenha através dela os valores de E(Z) e W(Z). (Note 
que esses são os mesmos obtidos no item c.) 


E O = 


Po [o | Tosa] 


CAPÍTULO 


"|! Distribuições teóricas de 
= == probabilidades de variáveis 


ma 


“> aleatórias discretas 


= m = [5 ; = 
4.1 Distribuição de Bernoulli 
Consideremos uma única tentativa de um experimento aleatório. Podemos ter suces- 
so ou fracasso nessa tentativa. 
Seja p a probabilidade de sucesso e q a probabilidade de fracasso, com p + g=1. 
Seja X o número de sucessos em uma única tentativa do experimento. X assume o 
valor O que corresponde ao fracasso, com probabilidade q, ou o valor 1, que corresponde 
ao sucesso, com probabilidade p. 
O fracasso 
| sucesso 


com P(X=0)=qg - P(X=1)=p. 


Nessas condições, a variável aleatória X tem distribuição de Bernoulli, e sua função 
de probabilidade é dada por: 


PAMPA 


Esperança e variância 


Calcularemos a média e a variância da variável com distribuição de Bernoulli. 


“+ HA)=p 
VAR =p-p'=p(l-p)=pq 


Logo El = 
VAR(X) = pq. 
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Exemplo de aplicação 


Uma urna tem 30 bolas brancas e 20 verdes. Retira-se uma bola dessa urna. Seja X o 
número de bolas verdes, calcular F(X) e VAR(X) e determinar P(X). 


Resolução: 
30 3 
0 >g=—=- 
= 50 5 
= Sua 
Ps s 
o) |=x 
oten=[2) (2 
5 
| Pa 
ct(X)=p=— 
5 
23.6 
VAR(X =—*— = — 
pasa 
Resumo: 


X tem distribuição de Bernoulli. 


DO a EG = era 
|> p E(X)=peVAR(X)= pq 


4.2 Distribuição geométrica 
Consideremos tentativas sucessivas e independentes de um mesmo experimento 
aleatório. Cada tentativa admite sucesso com probabilidade p e fracasso com proba- 
bilidade g;p+g=1. 
Seja X o número de tentativas necessárias ao aparecimento do primeiro sucesso. 
Logo, X assume os valores: 
X = 1, que corresponde ao sucesso ($) e P(X = 1) = p; 
X=2, que corresponde ao fracasso (!) na 1º tentativa e ao sucesso na 2º, (FS) e 
PA=D=PENS=g:p; 
X=3, que corresponde a (FFS)e P(X=3)=P(FNFNS=g-g:p=q-p; 
X = 4, que corresponde a (FFFS) e PM(X=4)=q' -p; 
e assim sucessivamente, 


X =x, que corresponde a £*...FS com 
x 


P(X=m=q :p 
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A variável X tem, então, distribuição geométrica. 


Observamos que: 


Zea =5= Sprg” a =p(l+g+g'+...) 


x=] x=I 


Exemplos de aplicação 
|. Aprobabilidade de se encontrar aberto o sinal de trânsito numa esquina é 0,20. Qual 
a probabilidade de que seja necessário passar pelo local 5 vezes para encontrar o 
sinal aberto pela primeira vez? 
Resolução: 
X: número de vezes necessárias para encontrar o sinal aberto. 
p= 0,20 
q = 0,80 
P(X = 5) = (0,80)' - (0.20) = 0,08192 
2. Quala probabilidade de que um dado deva ser lançado 15 vezes para que na 15º vez 
ocorra a face 6 pela primeira vez? 


Resolução: 
] 
da 
5 
= 


X: número de lançamentos necessários ao aparecimento da primeira face 6. 


P(X -19)=(5] [)-0,01298 


Esperança e variância 
Para determinarmos a média e a variância da distribuição geométrica, usaremos os 
recursos: 


é. TM — n—l 
1. prot )j=nx 


2 Ss F o]- a. ti (x)+, nos pontos onde a função é derivável. 


j=| 
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Média 


RT na pr a 
x=1 vol a 


Variância 


EO)= Dep =pS e qr =p a D+algo! = 
x=1 


x=1 


bi 
1 


=pS xe D:g! + pag = 
x=1 x=] 


na | 
=p duo +o= data q + Fi 


x=l 


2 L q | 2g+ 
prq += fa = E. 
= Dn Pp p p 


+ VARÇO) = EX) -fECOF = = (5) 


Logo: 


VAR(X) = É 
p 


as 
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Resumo: 
X tem distribuição geométrica > X=1,2,...,n,...€ 
l 
E(X)=— 
P(X=5)=q7pe a 
VAR(X) = 
Pp 


4.3 Distribuição de Pascal 

Suponhamos que um experimento aleatório seja repetido independentemente até que 
um evento 4 ocorra pela r-ésima vez. 

Seja P(A) = p (sucesso) 

e P(A)=q (fracasso) em cada tentativa do experimento 

Seja X: número de repetições necessárias para que À ocorra pela r-ésima vez. 

Ser = 1, Xtem distribuição geométrica. 

Se X =x, o evento 4 ocorre pela r-ésima vez na repetição de número x. Logo, À 
ocorre (r — 1) vezes nas (x — 1) repetições anteriores. 


x—1 
Px =| Za à RE 
[a — 
A variável X assim definida tem distribuição de Pascal. 


Exemplo de aplicação 


A probabilidade de que um sinal de trânsito esteja aberto numa esquina é 0,20. Qual 
a probabilidade de que seja necessário passar pelo local 10 vezes para encontrá-lo aber- 
to pela 4º vez? 
Resolução: 


X: número de passagens pela esquina. 


r=4 
p= 0,20 
q = 0,80 


9 
P(X =10)= | 5) (0.203 -(0,80)º = 0,035232 


Esperança e variância 
Usando os resultados de E(X) e VAR(X) da distribuição geométrica, é fácil demons- 
trar que: 
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F 


EQ) =— 
p 


VARGO = 


Resumo: 
X tem distribuição de Pascal 
| Bm aa 
por= =| oa e 
pis 


E(X)=— e VAR) = 
p p 


4.4 Distribuição hipergeométrica 

Consideremos uma população com N elementos, dos quais r têm uma determinada 
caracteristica (a retirada de um desses elementos corresponde ao sucesso). Retiramos 
dessa população, sem reposição, uma amostra de tamanho n. 


Seja X: número de sucessos na amostra (saida do elemento com a característica). 


Qual a P(X = k)? 


N 
Podemos tirar | amostras sem reposição. Os sucessos na amostra podem ocorrer 
H 


N-—r 


e 
de id maneiras e fracassos de | modos. 


H— 


Logo, 


UÚ<k<nek<r. 


A variável X assim definida tem distribuição hipergeométrica. 


Exemplos de aplicação 

|. Pequenos motores são guardados em caixas de 50 unidades. Um inspetor de qua- 
lidade examina cada caixa, antes da posterior remessa, testando 5 motores. Se ne- 
nhum motor for defeituoso, a caixa é aceita. Se pelo menos um for defeituoso, todos 
os 50 motores são testados. Há 6 motores defeituosos numa caixa. 


Estatistica basica 


Qual a probabilidade de que seja necessário examinar todos os motores dessa caixa? 
Resolução: 
X: número de motores defeituosos da amostra. 

N=50 

r=6 

R=s 

PX>0)=1I-PX<D=1-P(X=0)= 


61/44 
os, 
50 
5) 
2. De um baralho com 52 cartas, retiram-se 8 cartas ao acaso, sem reposição. Qual a 

probabilidade de que 4 sejam figuras? 


121/40 
EE Ao 0,060] 
52) tam 
8 
Uma firma compra lâmpadas por centenas. Examina sempre uma amostra de 15 


lâmpadas para verificar se estão boas. Se uma centena inclui 12 lâmpadas queima- 
das, qual a probabilidade de se escolher uma amostra com pelo menos uma lâmpada 


queimada? 


=1-0,5126= 0,4874 


Resolução: 
X: número de figuras em 8 cartas. 


P(X =4)= 


ad 


Resolução: 
X: número de lâmpadas queimadas na amostra. 


P(X>2D)=1I-PMX<D)=1-PMX=0)= 


o as 
=]-— pEsIO) = 0,8747 
100 
(13) 
Esperança e variância 
Demonstra-se que: 


ea a CS (N=n) 
E(X)=np e VAR(X)=np(l PN=D 
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» 
onde p= n 


Demonstra-se que, assintoticamente (n — 00), 


E(X) = np e VAR(ÇYO) = npqg. 


Resumo: 
X tem distribuição hipergeométrica (retiradas sem reposição) 


Ê 


E(X) = np € 


O nde pe 


DC rt E N 


4.5 Distribuição binomial 
Consideremos n tentativas independentes de um mesmo experimento aleatório. Cada 
tentativa admite apenas dois resultados: fracasso com probabilidades q e sucesso com 
probabilidade p, p + q = 1. As probabilidades de sucesso e fracasso são as mesmas para 
cada tentativa. 
Seja X numero de sucessos em n tentativas. 
Determinaremos a função de probabilidades da variável X, isto é, P(X = À). 
Um resultado particular (RP): 
SSS Ss FFF or. 
e ps 
k n-k 
Logo, 
P(RP) = P(SSS ... SFFF ... F)= 


=p'p..pq'q.g=p'gr. 
a a 


k n=-k 


Considerando todas as n-uplas com k sucessos, temos: 


á: ko n-k 
px=b=[p q 
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Á variável X tem distribuição binomial, com parâmetros n e p, e a indicaremos pela 
notação 
X: B(n, p) 


Exemplos de aplicação 

|. Uma moeda é lançada 20 vezes. Qual a probabilidade de sairem 8 caras? 
Resolução: 
X: número de sucessos (caras) 


1 
X=0,1,2,...,20>p=Pc)=- = 
| 
» xº:B(20 5] 
2 


os | , bu, a 
P(X =8)= e his = 0,12013 (tabela da página 342) 


2. Numa criação de coelhos, 40% são machos. Qual a probabilidade de que nasçam 
pelo menos 2 coelhos machos num dia em que nasceram 20 coelhos? 


Resolução: 
X: número de coelhos machos (c.m.). 


X=0,1,...,20> P(em)=p= 0,40 > X: B(20; 0, 40) 
PX>2D=1-PX<D=I-SPX=0+P(X= = 


20) ) 20 20 l 19 
1) o 0.40) (0,60) +[ Jo.40 (0,60) | 


= |— (0,00003 + 0,00049)= 0,99948 


3. Uma prova tipo teste tem 50 questões independentes. Cada questão tem 5 alternati- 
vas. Apenas uma das alternativas é a correta. Se um aluno resolve a prova respon- 
dendo a esmo as questões, qual a probabilidade de tirar nota 5º 
Resolução: 

X: número de acertos 
A O 130 


| l 
p= P(acerto) = ç > AX: B[s, 5] A 


50 | 25 Ano 
4 rox=29=a) E = 0,000002 
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Esperança e variância 


Se X: B(n,p)> P(X = k) apta 


Esperança 


H 
EMO) = Srty= > [ E 
x=0 a 
: o Katia 
= 2") | p'q” 
x=] A 
E n! Ko HTA 
E a = 
o An)! 
=> n! PR 
& (x Di(n—)! Pd 


(BEN ia 
BO? rea go 


feio 


Fazendo y = x — 1, temos: 


—1 
E(X)=nº p' 5 ) pq =np . EWen-p 


| 


Variância 


: E E n X =X 
EX)=> x: p() = e)» q = 
x=0 x=] x 
R x H=X 
e Pp 'q 


preste 
pre 


= Site D+x)* 


E(X)= 5 x(x— 1) 


x=) 
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E 


à n! ae 
E(X)= ; a SO END 
e (6 a) a À ço 


2 2 2 E n—2 ==) =X 
EX) =n(n-0":p'- DI o) pa np 


x=m2 


Fazendo y =x — 2, temos: 


aln-—2 
EX9=n(n—): 3) , ) Pq np 
s=() 


l 
EX 9=n(n> 1): p"+np 


Logo: VAR(O=n(n-Dp'+np-n'.p'=-np'+np= 
= np(l -p)=npq -. 


VAR(X) = npqg 


Exemplo de aplicação 
Achar a média e a variância da variável aleatória Y= 3X + 2, sendo X: B (20; 0,3). 
Resolução: 
EX) =np=20-03=6 
VARÇO = npg =20-0,3-0,7=42 


Logo: E(7)= BOA + 2)=5E(1)+2=3-6+2=20 
e 


VAR(Y = VARGX+2)=9 VAR =9-42= 37.8 


Resumo: 
FE 
se X:B(n,p)5P(X= k)= pra 
E(X) = np 
Cc 


VAR(A) = npqg 
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4.6 Distribuição polinomial ou multinomial 

Consideremos um experimento aleatório e Kk eventos, Ai, 4o, Às, ..., As que formam 
uma partição do espaço amostral do experimento. 

Sejam P(A;) = pa i= 1,2,..., k (probabilidades de sucessos). 

Consideremos n tentativas independentes do mesmo experimento, sendo que os pi. 


i=1,2,..., k permanecem constantes durante as repetições, com s p=. 
i=] 


Sejam X,, X5, ..., X, os números de ocorrências de A,, Às, ..., À; respectivamente, com 
3x, =n. 


Nestas condições. 


P(X, =, = My, cega US APR 
par 


tt 


Com > =n. 


=] 
Essa função de probabilidade caracteriza a distribuição polinomial ou multinomial 
deX, i=1,2,..,. 
Quando k = 2, temos a distribuição binomial, pois 


n, =n-h, 


* p5, com | l 


Nj. 


PMX,=n,,A,=n,))= 
n 


p=i-p 


Exemplos de aplicação 


|. Uma urna tem 6 bolas brancas, 4 pretas e 5 azuis. Retiram-se 8 bolas com reposição. 
Qual a probabilidade de sair 4 bolas brancas, 2 pretas e 2 azuis? 


Resolução: 


6 
= P(B)= 15 = X,: saída de 4 bolas brancas 


tn [iso 


4 
P, =P ()= 15 X: saída de 2 bolas pretas 


104 Estatistica basica 


5 
p= P(A)= 15 = X;: saída de 2 bolas azuis 


tod | ta 


Ee P(X, = 4, X,= 2, X,=2)= 


=en (5) (5) 5) 
412121 15/ 415/ 13 


2. Lança-se um dado 30 vezes. Qual a probabilidade de que cada face ocorra exata- 
mente 5 vezes? 


Resolução: 

X,: ocorrência de 5 faces 1. 

X: ocorrência de 5 faces 2. 

X;: ocorrência de 5 faces 3. 

X,: ocorrência de 5 faces 4. 

Xs: ocorrência de 5 faces 5. 

X, ocorrência de 5 faces 6. 

PA SA IM, SS = 5,4 =5)= 


9-8] 
(5º L6/ 16 6 (5Nº 16 
6 
Esperança e variância 
Se X, i= 1,2,..., ktem distribuição multinomial, é fácil ver que: 
E(X) = nº p; 


VARGO) = 14: Pi qu i=1,2,...,k 


Resumo: 
X, tem distribuição multinomial, i= 1,2,...,K 


P(A, =m1, Ã> = N5, «os AE MS 


n! 


| ei: A LO GP 
= Pr Po Pr 
R, o cosa, & 


E(X;) = 1; D; e VAR(X,) = 1; Pp; q; 
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4.7 Distribuição de Poisson 


Aproximação da distribuição binomial pela distribuição de Poisson 


Muitas vezes, no uso da binomial, acontece que n é muito grande (n > 0), e p é 
muito pequeno (p — 0). Nesses casos, não encontramos o valor em tabelas, ou então o 
cálculo torna-se muito difícil, sendo necessário o uso de máquinas de calcular sofistica- 
díssimas ou o uso de computador. 


Podemos então fazer uma aproximação da binomial pela distribuição de Poisson. 


|.n — o (maior que o maior valor tabelado, n > 30) 


Consideremos 42.pP >0(p <0,1) 
3.0<u <10 


Quando isso ocorre, a média u=np será tomada como np=4A. 


Nessas condições, se X: B(n, p), queremos calcular P(X = k)= NE q 


| mo o 
Mostraremos que P(X =k) = É k! 
Sea Dire H ft Me Fogrt = | = 
eja P(X = | |P q “kn -o!? a 
pé 
a E gr 
(n— k+1) FI q 


pe e ==" Quandgais 00, 
H n 


R 


| k n=k 
PCA = eim nto Dn 29 pen (É (=) | 


Hi 
no RL —k 
= tim (1-5) (1-2) (a U é] (1-5) | 
ne n n H k! n n 
=1-1-1 et eg |= 
— H e ——— 
papo 
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-) 9 k 


: P(X=h=- 


que é a chamada distribuição de Poisson. 


Logo, a binomial tem a distribuição de Poisson como limite, quando n > vw ep > 0. 


Exemplos de aplicação 


|. Seja X: B(200; 0,01). Calcular P(X = 10) usando binomial e aproximação pela Poisson. 
Resolução: 


Binomial: 


200 HO 190) 
P(X =10)=| + ](0,01)"(0,99)” = 0,000033 


Aproximação pela Poisson: 


A=np=200-0,01=2 


=) 
52.910 


P(X =10)= = 0,000038 (tabela da página 339) 


10! 
Logo. a aproximação é bastante boa, pois o erro é de 0,000005 apenas. 


2. A probabilidade de uma lâmpada se queimar ao ser ligada é 1/100. Numa instala- 
ção com 100 lâmpadas. qual a probabilidade de 2 lâmpadas se queimarem ao serem 
ligadas? 


Resolução: 
X: número de lâmpadas queimadas. 


X: B/100, — |. 
| 2] Logo, 


100 
P(X= =| : Jo.onr(0.997" 


Usando a aproximação pela Poisson, 
A=np=100:-0,01=1 


e 
21 


P(X=2)= = 0,183940 -- 


100 


«P(X=9= Jony (0,99) = 0,183940. 
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Distribuição de Poisson 
Consideremos a probabilidade de ocorrência de sucessos em um determinado intervalo. 


A probabilidade da ocorrência de um sucesso no intervalo é proporcional ao inter- 
valo. A probabilidade de mais de um sucesso nesse intervalo é bastante pequena com 
relação à probabilidade de um sucesso. 


Seja X o número de sucessos no intervalo, então: 


onde À é a média. 
A variável X assim definida tem distribuição de Poisson. 
A distribuição de Poisson é muito usada na distribuição do número de: 
l. carros que passam por um cruzamento por minuto, durante uma certa hora do dia: 
2. erros tipográficos por página, em um material impresso: 
3. defeitos por unidade (m”, m”, m etc.) por peça fabricada; 
4. colônias de bactérias numa dada cultura por 0,01 mm”, numa plaqueta de mi- 
croscópio: 
5. mortes por ataque de coração por ano, numa cidade. É aplicada também em 
problemas de filas de espera em geral, e outros. 


Esperança e variância 


Cálculo da média 


oo E EA ntE aÃ ta DR ER 
Em)=Bapty= 3 = 
x=0 i ii É 


x=0 1= 


Fº ET A 


x=| 


Sejay=x-—l1. 

| = A” : | A? FE 

EM)=0" AD =et Ao LEA et | 
ay! 21 3! 
= dc =M 

Cálculo da variância 

z Y o Do z gr a cd So A | x E 

( =>. x a E 3 xx ) ao 


x=0 : x=] 
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= er Vite=ij ps E = 
x=] . x! x=0 x: 
=0"5 À saget > A i 
A a À (x)! 
Sejay=x-—2, 


sa EM )=* RS La =et Ped 4d R+A E 
SES 


y=0 


+ VAR(O) =42+A-4º = À 


Exemplos de aplicação 


L. 


Num livro de 800 páginas há 800 erros de impressão. Qual a probabilidade de que 
uma página contenha pelo menos 3 erros? 
Resolução: 
X: número de erros por página 
A=1 
PlX>3=1-PW<3)=1-1PU= OPA DHPX= 


= 40 =] cal s=1 12 
-1-[8 ] Ke ST 
| O! |! 2! 


=1— 10,367879 +0,367879+0,183940: = 


= 1 — 0,919698 — 0,0805302 


Numa central telefônica chegam 300 telefonemas por hora. Qual a probabilidade de que: 
a) num minuto não haja nenhum chamado? 

b) em 2 minutos haja 2 chamados? 

c) em ! minutos não haja chamados? 


Resolução: 
a) X: número de chamadas por minuto >A =5 


5.60 
P(X =0)=Ô = 0,006738 
0! 


b) 2minutos >1A=10 


- 1) 1 2 
P(X =2)= na = 0,002270 
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c) iminutos >A =5f 


EO 
e 


Px=0)="— 


Exercicios resolvidos 

|. Qual a probabilidade de que no 25º lançamento de um dado ocorra a face 4 pela 
5º vez? 
Resolução: 
X: número de lançamentos necessários para ocorrer a 5* face 4 (Pascal). 


p=" 
6 


P(X =25)= WE (5) = 0,0356438 


2. Uma urna tem 20 bolas pretas e 30 brancas. Retiram-se 25 bolas com reposição. 
Qual a probabilidade de que: 


a) 2 sejam pretas? 
b) pelo menos 3 sejam pretas? 
Resolução: 
2 

X: número de bolas pretas > ? = o 0,4 
Logo X: B(25; 0,4) 

25 q 24 
à); HA = 2)= , (0,4)"(0,6)” = 0,00038 


b) PM(X23)=1-P(X<3)=1-(MAX=0)+PX=1)+ 


+P(X=2) 1-0 Jo sro 4 
E 
+ 
| 


| — £0 + 0,00005 + 0,00038! = | — 0,00043 = 


(0,4) (0,6)* + pi (0,4) (0,6)” | = 


0,99957 


3. Numa estrada há 2 acidentes para cada 100 km. Qual a probabilidade de que em: 
a) 250 km ocorram pelo menos 3 acidentes? 
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b) 300 km ocorram 5 acidentes? 


Resolução: 

X: número de acidentes por 5) km (Poisson) 

a) 6B=250514=5 
P(X>23)=1-PX<3=1-(PMX=0+PX= 1)+ 


É Ú -— 5, | 
es 


es 
+ 
O! H 


+ 


+P(r= p= 1] 


a — |=1-40,006738+0,022690 


+ 0,084224] = | —- 0,124652 = 0,875348 
b) 8=300>1=6 


ar 6 


6 
P(A ==" — poouos 


4. A probabilidade de um arqueiro acertar um alvo com uma única flecha é de 0,20. 
Lança 30 flechas no alvo. Qual a probabilidade de que: 


a) exatamente 4 acertem o alvo? 


b) pelo menos 3 acertem o alvo? 
Resolução: 
X: número de acertos no alvo > p = 0,20 
X: B(30; 0,20) 
7 30 ? o | 
a) PX=4)= | ) Jo (0,8) =" 0,13252 


b) P(X>3)=1-P(X<3)=1-4P(X=0)+P(X= D+ 


+P(X =2))=1- fo Jo (0,8)" + 


30 n4 29 30 De 18 
+[ | Jo» (0,8) +[ > Jo; (0,8) |- 


= | — 000124 + 0,00929 + 0,03366) = 


=1-0,04419= 0,9558] 
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5. Um lote de aparelhos de TV é recebido por uma firma. Vinte aparelhos são inspecio- 
nados. O lote é rejeitado se pelo menos 4 forem defeituosos. Sabendo-se que 1% dos 
aparelhos é defeituoso, determinar a probabilidade de a firma rejeitar todo o lote. 
Resolução: 

X: número de aparelhos defeituosos 
X: B(20; 0,01) 
Ú 20 ) 20 
PMX z49)=1I-P(X<4)=1- á (0,01) (0,99)" + 
20 
3 


20 | o Ip20 , o , 
+ (0,01) (0,99) [5 Jo onrto.o9)s + (0,01) (0,99) |- 


= | — (0,81791 + 0,16523 + 0,01586 + 0,00096) = 
= 1 —0,99996= 0,00004 


6. Sabe-se que 20% dos animais submetidos a um certo tratamento não sobrevi- 
vem. Se esse tratamento foi aplicado em 20 animais e se X é o número de não- 
-sobreviventes: 


a) quala distribuição de X? 
b) calcular E(X) e VAR(X). 
c) calcular PQ <NX<4). 
d) calcular P(X > 2). 
Resolução: 
a) X:; B(20; 0,2). 
b) HX)=np=20-0,2=4. 
VAR(O =npg=20-0,2-0,8=3,2 

co) PQ<r<x D)=PA=3)+P(X=4)= 

= (0,20536 + 0,.21820 = 0,42356 


d) PMX>2D=1I-PMX<D=1-MX=0+PMX=D)= 
=] — 10,01153 + 0,05765 |= 1 - 0,06918=  0,93082 
7. A experiência mostra que de cada 400 lâmpadas, 2 se queimam ao serem ligadas. 
Qual a probabilidade de que numa instalação de: 
a) 600 lâmpadas, no mínimo 3 se queimem? 


b) 900 lâmpadas, exatamente 8 se quermem? 


Resolução: 


X: número de lâmpadas que se queimam numa instalação (Poisson) 
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a) A=3 
Px>)-1I-PX<D)=-1-=!PM=0+PWU= D+ 
+ P(X = 2):- 1 — (0,049787 + 0,149361 + 
+ 0,224042)= | -0,42319= 0,5768] 
b) 14=4,5 
ea 


P(X = 8) —— Rio -— 0,046330 


8. Numa linha adutora de água, de 60 km de extensão, ocorrem 30 vazamentos no 
período de um mês. Qual a probabilidade de ocorrer, durante o mês, pelo menos 3 
vazamentos num certo setor de 3 km de extensão? 


Resolução: 
X: número de vazamentos por 3 km 


60 km — 30 vazamentos eita 
3km 5A [EE 


P(X23)=1-P(X<3)=1-[P(X=0)+P(X=D+P(X=2))= 
, E | gts (1, 5) ; er 1,5 (1,5) i e” 1,5 (L 5 | E 
O! ]! 2! 
= 110,223130 + 0,334695 + 0,2510213 = 
=| —-0,808846= 0,191154 
9. Numa fita de som, há um defeito em cada 200 pés. Qual a probabilidade de que: 
a) em 500 pés não aconteça defeito? 
b) em 800 pés ocorram pelo menos 3 defeitos? 
Resolução: 
X:; número de defeitos por 5 pés (Poisson) 
a) 8=50054=2,5 


a EM (2.5)! 
no — 0,0682085 


P(X=0)=Ô : 


b) 8=80054=4 


ad 4º = «4 EA 
pxeg=i-pueg=1-18 Ee | 
0! ! 2! 


| — 40,183 16 + 0,073263 + 0,1465254 = 1 —- 0,238104 = 0,761896 
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10. O número de mortes por afogamento em fins de semana, numa cidade praiana, é de 
2 para cada 50.000 habitantes. Qual a probabilidade de que em: 


a) 200.000 habitantes ocorram 5 afogamentos? 
b) 112.500 habitantes ocorram pelo menos 3 afogamentos? 


Resolução: 
X; número de afogamentos por 8 habitantes (Poisson) 
a) 8 = 200.000 >4 =8 

é * g5 


PA -= a — ES 


b) 5 = 112.500 4 =4,5 
PA=>23)=1-PMX<3)=1-+0,011109+ 
+ 0,049990 + 0,1124794: = 1 — 0,173578 = 
= (,826422 
|. Uma firma recebe 720 mensagens em seu fax em 8 horas de funcionamento. Qual a 

probabilidade de que: 

a) em 6 minutos receba pelo menos 4 mensagens? 

b) em 4 minutos não receba nenhuma mensagem? 


Resolução: 
X: número de mensagens por 5 minutos 
a) 5 = 6 minutos 


720 mensagens — 480 min no 
À > 6min/ 


” | e DP e". O g”.9 gm 
P(X >49)=1-P(X <=) n + T + 5 a T |- 
= | — 40,000123 + 0,001111 + 0,004998 + 0,014994!t= 1 — 0,021226 
= (0,978774 


b) $=4minutos 54 =6 
-=0 O 


6 
PX=0=|—" = 0,002479 
0! 


12. Considere 10 tentativas independentes de um experimento. Cada tentativa admite 
sucesso com probabilidade 0,05. Seja X o número de sucessos: 
a) Calcular P(I < x < 4). 
b) Considere 100 tentativas independentes. Calcular P(X < 2). 
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Resolução: 
a) X: B(10; 0,05) 
10 =. ' 10 ; 
P(l<x<4)= > (0,05) (0,95) + ; (0,05) (0,95) + 


E 
—+ 
4 


+ 0,01048 + 0,00096 =  0,08607 


(0,05) (0,95)º = 0,07463 + 


b) X: B(100; 0,05). Usaremos a aproximação da binomial pela Poisson. 
A=100-0,05=5 


—5 [1] — 5 | — ê 
Es pes ps 


= 0,006738 + 0,033690 + 0,084224 = 
0,124652 


13. Numa urna há 40 bolas brancas e 60 pretas. Retiram-se 20 bolas. Qual a probabili- 
dade de que ocorram no mínimo 2 bolas brancas, considerando as extrações: 


a) sem reposição; 
b) com reposição. 
Resolução: 
X: número de bolas brancas 
a) Hipergeométrica 
P(X>29)=1-P(X<D=1-4PMX=0)+P(X= 1) = 
401/60 401/60 
O 120 1 ANI9, 
+ , 


“| hoo) 00) |” 
20 20 

= | — $0,000008 + 0,000153!= 

=|-0,000161= 0,999839 


b) X: B(20; 0,4) 
4 
DA 
100 


PX>29=1-P(X>2)=1- £0,00003 + 0,00049: = 1-0,00052= 0,99948 


14. 
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Um técnico visita os clientes que compraram assinatura de um canal de TV para 

verificar o decodificador. Sabe-se, por experiência, que 90% desses aparelhos não 

apresentam defeitos. 

Resolução: 

a) Determinar a probabilidade de que em 20 aparelhos pelo menos 17 não apresen- 
tem defeitos. 

b) Se a probabilidade de defeito for de 0.0035, qual a probabilidade de que em 
2.000 visitas ocorra no máximo 1 defeito? 


a) X: número de decodificadores sem defeito 


X: B(QO; 0,90) 
| 20 mA 17 3 [20 20 ú 
P(X =17)= 17 (0,90) (0,10) +... + 0 (0,90) (0,10) = 


= (0,19012 + 0,28518 + 0,27017 + 0,12158 = 
= (1,86705 
b) Y: número de decodificadores defeituosos 
Y: B(2.000; 0,0035) 
Fazendo a aproximação pela Poisson, temos: 
À = 2.000 - 0,0035 >A =7 
ga = e! Tê 


PrsD= LE T = 0,000912 +0,006383 = 0,007295 


. Uma fábrica de motores para máquinas de lavar roupas separa de sua linha de pro- 


dução diária de 350 peças uma amostra de 30 itens para inspeção. O número de 
peças defeituosas é de 14 por dia. 

Qual a probabilidade de que a amostra contenha pelo menos 3 motores defeituosos? 
Resolução: 

X: número de motores defeituosos na amostra 

X: Hipergeométrica 

N=590 pes 


n=30 


Era s)=1 =P) = = (PÇ= 0) Pl 1) R=2) = 
14)/336) [14)/336] [141336 
cltolão) (ih) (Je). 
350 350 350 
o) (o) (y 
= | — 40,278142 + 0,380521 + 0,232884) = 

= |— 0,891547 = 0,108453 
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16. Seja X: B(200; 0,04). Usando aproximação, calcular: 

a) P(X=6); 
b) P(X+20>u). 
Resolução: 

Sendo Z = 4X-— 5, calcular E(Z) e VAR(Z). 

u=E(X)=200-0,04=8 
o” = VAR(X) = 200 - 0,04 - 0.96 = 7,685 0=2.77 
Aproximando pela Poisson, temos: 
A=200-0,04=8. 
-8 . q6 


a) PX=0)= = 0,122138 


b) PX+20>u)=P(X+2-2,77>8)=P(X>2,46)= 
=1-PlXS249)=1-PUSDS 
= | — £0,000336 + 0,002684 + 0,010735) = 
=1-0,013755= 0,986245 
E(2)=4:8-5= 27 


seZ=4XN-—sS Cas 
VAR(Z)=16-VAR(X)=16-7,68= 122,88 


17. Seja X: B(400; 0,02). Calcular, usando a aproximação pela Poisson: 


a) P(X=7) 
b) PQ<X<6) 
e Fixos) 
Resolução: 
A=np=400-0,02=8 
- F 
à pren=É = S = 0,139587 


-8 ERRO pre 
ER” ee ES 


b) PQ<=<X<6)= 4 a ” 
2! 3! 4! 
378 OS 
cd 5 * = 0,010735 +0,028626+0,057252 +0,091603= 


= (0,188216 
o) P(X>23)=1-P(X<3)=1-4P(X=0)+P(X=1)+ 
+ P(X=2)! = 1 — 40,000336 + 0,002684 + 0,010735!= 
=1-0,013755= 0,986245 
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18. Uma urna tem 10 bolas brancas e 40 pretas. 
a) Quala probabilidade de que a 6º bola retirada com reposição seja a 1º branca? 


b) Qual a probabilidade de que de 16 bolas retiradas sem reposição ocorram 3 
brancas? 


c) Quala probabilidade de que a 15* bola extraída com reposição seja a 6º branca? 

d) Qual a probabilidade de que em 30 bolas retiradas com reposição ocorram no 
máximo 2 brancas? 

e) Se o número de bolas na urna fosse 50 brancas e 950 pretas, qual a probabili- 
dade de que. retirando-se 200 bolas, com reposição, ocorressem pelo menos 3 
brancas? 


Resolução: 


a) Geométrica: 


10 
=" =0,259=0,8 
ui q 


P(X=6)=(0.8-0,2= 0,065536 


b) Hipergeométrica: 


c) Pascal: 
| 14 6 q 
P(X =15)= : (0,2) (0,8) = 008599 
d) Binomial > X: B(30; 0,2) 
30 0/n 2330 30 | 29 
BIA S2)= o (0,2) (0,8) E) o |(8,2) (0,8) 


fe 
2 


+ 0,03366 = 0,04419 


(0,2)"(0,8)* = 0,00124 + 0,00929 + 


e) X: (200; 0,05) — Usaremos a aproximação pela Poisson — 
—s À = 200 - 0,05 = 10 
P(X>3)=1-P(X<3)= 
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-10. 10? 
Ta E |— [0,000045 + 


+ 0,000454 + 0,002270) 
=1-0,002769= 0,997231] 


19. Vinte por cento dos refrigeradores produzidos por uma empresa são defeituosos. Os 


aparelhos são vendidos em lotes com 50 unidades. Um comprador adotou o seguinte 
procedimento: de cada lote ele testa 20 aparelhos, e se houver pelo menos 2 defei- 
tuosos o lote é rejeitado. Admitindo-se que o comprador tenha aceitado o lote, qual 
a probabilidade de ter observado exatamente um aparelho defeituoso? 


Resolução: 

X: número de defeituosos no lote de 20 aparelhos 

X: B(20; 0,2) 

P(Aceitar) = P(X<9)=P(X=0)+P(X= = 

20 | 19 
(0,2) (0,8) "= 


20 0 20 
-| 0 Jo» (0,5) +| 


= (0,01153 + 0,05365 = 0,06918 
PA SD o  0,05765 
P(Aceitar) 0,06918 


P(X =1/ Aceitou) = 0.83333 


20. Um determinado artigo é vendido em caixa a preço de R$ 20,00 cada. É caracte- 


rística de produção que 20% destes artigos sejam defeituosos. Um comprador fez a 
seguinte proposta: de cada caixa escolhe 25 artigos, ao acaso, e paga por caixa: 


R$ 25,00, se nenhum artigo, dos selecionados, for defeituoso; 
R$ 17,00, se um ou dois artigos forem defeituosos; 


R$ 10,00, se três ou mais forem defeituosos. O que é melhor para o fabricante: man- 
ter o seu preço de R$ 20,00 por caixa ou aceitar a proposta do consumidor? 


Resolução: 
X. número de artigos defeituosos 
X: B(25; 0,2) 
P(X = 0) = 0,00378 
P(I<SX<D)=PX=D)+PX=2)= 
= (,02361 + 0,07084 = 0,09445 


2. 


Capílulo 4 — Distribuições teóricas de probabilidades de variáveis aleatórias discretas 119 


P(X>23)= 1 — (0,00378 + 0,02361 + 0,07084;= 
= 1 — 0,09823 = 0,90177 


Y. pagamento por caixa do consumidor. 


000578 | oos 


17,00 0.09445 1,60565 | 
E O 


E(Y) = 10,72, 


que é o preço médio por caixa da proposta do comprador. 
Logo, o fabricante deve manter seu preço de R$ 20,00 por caixa. 


Sejam Xe Y variáveis aleatórias independentes com distribuições de Poisson, X com 
média 0,2, X=0,1,2e Ycom média 1, Y=0, 1,2,3,4. Seja Z=|2X-—- Y, determinar 
E(Z) usando a distribuição de probabilidade de Z. 

Resolução: 

Os valores de P(X) e P(Y) foram tirados da tabela da distribuição de Poisson, para À 
=(,2eA= 1, respectivamente, fazendo o arredondamento na 2º decimal. 


Epa. 
0.82 
1 | 006 | 006 | 003 | 001 | 0 | 016 
[2 [00 | 001 | 0 | 0 | 0 | 002 
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“ E(D)= 1,09 
E(I2X — Y) = 1,09 


Exercícios propostos Respostas 


|. Seja X: Bfjo :) Calcular: 


a) P(X=3); b) P(X<2); 

c) PMX24); d) PM(X-2<1); 

e) P(X-2|< 1); f PO<SXSS): 

g) P(A -3|> 1); h) HA) e VARÇÃO; 
é ami 


i) E(Z) e VAR(Z), sendo 2 = 


x 


2. Seja X: B(n, p). Sabendo-se que E(X) = 12 e VAR(X) = 4, determinar n, p, E(Z) e 


X-6 
VAR(Z), sendo Z = =—— . 


3. Uma remessa de 800 estabilizadores de tensão é recebida pelo controle de qualidade 
de uma empresa. São inspecionados 20 aparelhos da remessa, que será aceita se 
ocorrer no máximo um defeituoso. Há 80 defeituosos no lote. Qual a probabilidade 
de o lote ser aceito? 


4. Numa cidade, é selecionada uma amostra de 60 adultos e a esses indivíduos é pedi- 
do para opinarem se são a favor ou contra determinado projeto. Como resultado ob- 
tido, observou-se 40 a favor. Se na realidade as opiniões pró e contra são igualmente 
divididas, qual é a probabilidade de ter obtido tal resultado? 


5. Um órgão governamental credencia a firma 4 para fazer vistorias em carros recupe- 
rados ou construídos particularmente e dar a aprovação ou não para que determina- 
do carro possa ser lacrado no Detran. Resolve testar se a firma 4 está trabalhando de 
acordo com suas especificações. De um lote de 250 carros vistoriados e aprovados 
por 4, escolhe 50 e faz novas vistorias. Se encontrar no mínimo 2 que não mereçam 
a aprovação, descredencia 4. Sabendo-se que no lote de 250 há 8 carros que foram 
aprovados irregularmente, qual a probabilidade do descredenciamento? 
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6. 


8. 


LO. 


O número de partículas gama emitidas por segundo, por certa substância radioativa, 
é uma variável aleatória com distribuição de Poisson com À = 3,0. Se um instrumen- 
to registrador torna-se inoperante quando há mais de 4 partículas por segundo, qual 
a probabilidade de isso acontecer em qualquer dado segundo? 


Uma máquina produz determinado artigo; no fim de cada dia de trabalho ela é ins- 
pecionada com a finalidade de se verificar a necessidade, ou não, de ser submetida a 
ajuste ou reparo. Para tal fim, um inspetor toma uma amostra de 10 itens produzidos 
pela máquina, decidindo por ajuste ao assinalar de um a cinco itens defeituosos, e por 
reparo, no caso de mais de cinco itens defeituosos. Se a máquina está produzindo, em 
média, 1% de itens defeituosos, determinar a probabilidade, após uma inspeção: 


a) de não ser necessário ajuste ou reparo; 

b) de ser necessário apenas ajuste: 

c) de ser necessário reparo. 
Na fabricação de um tecido ocorrem 2 tipos de defeitos: falha na pigmentação e 
falha na trama. O quadro abaixo representa a distribuição de probabilidades de ocor- 


rências destes defeitos em uma peça, sendo X a quantidade de falhas de pigmentação 
e Ya quantidade de falhas de trama. 


a) Quala probabilidade de se encontrar, num lote de 20 peças, no máximo 18 peças 
sem nenhum defeito? 

b) Qual a probabilidade de se encontrar, num lote de 25 peças, no máximo 3 peças 
com pelo menos 3 defeitos em cada uma? 


Em um pronto-socorro, o número de atendimentos de emergência segue uma distri- 
buição de Poisson com média de 60 atendimentos por hora. Calcular: 


a) A probabilidade de o pronto-socorro não efetuar nenhum atendimento em um 
intervalo de 5 minutos. 


b) A probabilidade de o pronto-socorro efetuar pelo menos 2 atendimentos em um 
intervalo de 10 minutos. 


Uma fábrica de automóveis verificou que, ao testar seus carros na pista de prova, há, 
em média, um estouro de pneu em cada 300 km, e que o número de pneus estourados 
segue razoavelmente uma distribuição de Poisson. Qual a probabilidade de que: 


a) um teste de 900 km haja no máximo um pneu estourado? 
b) um carro ande 450 km na pista sem estourar nenhum pneu? 
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12. 


14. 


[5 


16. 


El. 
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Uma fábrica produz isoladores de alta tensão que são classificados como bons 
e ruins de acordo com um teste padrão. Da produção de um dia retiraram-se 10 
isoladores que no laboratório apresentam-se como sendo 8 bons e 2 ruins. Pede-se 
para calcular a probabilidade deste resultado, admitindo que a máquina produza 
em média: 

a) 95% de bons e 5% de ruins. 


b) 0% de bons e 10% de ruins. 


Oito dados são lançados simultaneamente. Seja X o número de vezes que ocorre a 
face 3, calcule: 


a) P(I<X<4). 
b) PM(X23). 

c) E(X). 

d) VAR(X). 


. Calcular em 9 lances de uma moeda não viciada a probabilidade de que se tenha: 


a) Menos de 3 caras. 

b) Pelo menos 4 caras. 

c) Exatamente 2 caras. 

Um caixa de banco atende 150 clientes por hora. Qual a probabilidade de que 
atenda: 

a) Nenhum cliente em 4 minutos. 

b) No máximo dois clientes em 2 minutos. 

Sejam Xi, X>, .... X n variáveis aleatórias independentes, com distribuição de Ber- 
noulh, com parâmetros p. 

Sea X=X +X+.. + X, prove que: 

a) H(X)=np. 

b) VAR(M) = npg. 

Na fabricação de peças de determinado tecido aparecem defeitos ao acaso, um a 


cada 250 m. Supondo-se a distribuição de Poisson para os defeitos. qual a probabi- 
lidade de que na produção de 1.000 m: 


a) não haja defeito? 

b) aconteçam pelo menos três defeitos? 

c) em um período de 80 dias de trabalho, a produção diária é de 625 m. Em quantos 
dias haverá uma produção sem defeito? 

O CRH de uma firma entrevista 150 candidatos a emprego por hora. Qual a proba- 

bilidade de entrevistar: 

a) no máximo 3 candidatos em 2 minutos? 

b) exatamente 8 candidatos em 4 minutos? 
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18. 


20. 


Em E 


PSA 


25; 


24. 


pa 


Seja X: B(300: 0.01). Usando aproximação pela Poisson, calcular: 
a) P(X=4). 

b) P(X22). 

o) PA<X<A). 


. Um inspetor de qualidade recusa peças defeituosas numa proporção de 10% das 


peças examinadas. Calcular a probabilidade de que sejam recusadas: 
a) Pelo menos 3 peças de um lote com 20 peças examinadas. 
b) No máximo 2 peças de um lote de 25 peças examinadas. 


Sendo X: B(200; 0,025) e usando aproximação, calcular: 

a) P(X> 4). 

b) PMX=5). 

c) P(X<2). 

d) P(X-2|<1). 

A probabilidade de um atirador acertar no alvo num único tiro é 1/4. O atirador atira 
20 vezes no alvo. Qual a probabilidade de acertar: 


a) Exatamente 5 vezes. 

b) Pelo menos 3 vezes. 

c) Nenhuma vez. 

d) No máximo 4 vezes. 

De acordo com a Divisão de Estatística Vital do Departamento de Saúde dos Esta- 
dos Unidos. a média anual de afogamentos acidentais neste país é de 3 por 100.000 


indivíduos. Determinar a probabilidade de que em uma cidade com 300.000 habi- 
tantes se verifiquem: 


a) Nenhum afogamento. 

b) No máximo 2 afogamentos. 

c) Mais de 4 e menos de 8 afogamentos. 

Em teste com um motor, há falhas em 2 componentes, a cada 5 horas. Qual a proba- 
bilidade de que: 

a) Em 10 horas de testes nenhum componente falhe. 

b) Em 7 1/2 horas de testes ocorram falhas no máximo em 3 componentes. 


Num lote de 40 peças, 20% são defeituosas. Retiram-se 10 peças do lote. Qual a 
probabilidade de se encontrar: 


a) 3 defeituosas. 
b) No máximo 2 defeituosas. 


Uma uma contém 8 bolas brancas e 12 pretas. Retiram-se 10 bolas com reposição. 
Qual a probabilidade de que: 
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a) no máximo 2 sejam brancas? 
b) 3 sejam brancas? 


A probabilidade de uma máquina produzir uma peça defeituosa, em um dia, é de 0,1. 


a) Qual a probabilidade de que em 20 peças produzidas pela máquina, em um dia, 
ocorram 3 defeituosas? 


b) Qual a probabilidade de que a 18º peça produzida no dia seja a 4º defeituosa? 

c) Quala probabilidade de que a 10º peça produzida em um dia seja a 1º defeituosa? 

d) Separa-se um lote de 50 peças das 400 produzidas em um dia. Qual a probabilidade 
de que 5 sejam defeituosas, sabendo-se que das 400, 20 são defeituosas? 


e) Sea probabilidade da máquina produzir uma peça defeituosa, num dia, fosse de 
0,01, qual a probabilidade de se ter no máximo 4 defeituosas em um dia de 500 
peças produzidas? 


Sabe-se que o número de passageiros por veículos tipo van em determinada rodovia 
segue aproximadamente uma distribuição binomial com parâmetros n = 10e p= 0,3 
(utilize apenas 2 casas decimais). 


a) Calcular o número médio de ocupantes por veículo. 


b) Qual a probabilidade de que, em um determinado dia, a quinta van que passar 
por esta rodovia seja a segunda a transportar mais do que 3 pessoas? 


c) Ataxa de pedágio nesta rodovia é cobrada da seguinte maneira: se o veículo trans- 
porta uma pessoa apenas (só o motorista), é cobrado R$ 6,00; se o veículo tem 2 ou 
3 ocupantes, R$ 4,00; e se tiver mais do que 3 ocupantes, R$ 2,00. Calcular a 
arrecadação média diária, sabendo-se que, em média, passam 300 veículos por 
dia neste pedágio. 


CAPÍTULO 


Variáveis aleatórias continuas 


5.1 Definições 


Consideremos a distribuição de probabilidades da variável aleatória discreta X: 


Faremos o histograma da distribuição de probabilidades de X. 
O histograma é um gráfico da distribuição de X. E construído com retângulos de 
bases unitárias e alturas iguais às probabilidades de X = xs. 


P(X) 
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As áreas dos retângulos são: 

Ar=b:h=1:0,1=0,10.4,=P(X=1) 
Ap=b-h=1:0,2=0,2:.4,=P(X=2) 
As=b;: h=1:0,4=0,4 2. As=P(X=3) 
Án=b:hs=1:0,2=0,2 :. Au = P(X= 4) 
As=Dsh=1"0,1=0,1 0 45=P(X=5) 


Como > EqÃ = i)=1, temos que: 


[=] 


Para calcularmos, por exemplo, P(I < X< 3), basta calcular a soma das áreas Ar. 
Ar, e Ars, isto é, 


ã 
PI<X<3)=54,=0,1+0,2+0,4=0,7. 


=] 


Se tomarmos os pontos médios das bases superiores dos retângulos e os ligarmos 
por uma curva, teremos, se considerarmos X uma variável aleatória continua, uma fun- 
ção contínua H(X), representada no gráfico: 


a b X 


Podemos, então, definir variável aleatória continua: uma variável aleatória X é 
contínua em R se existir uma função f(x). tal que: 


|. fx)z0 (não negativa). 
2. | fwdr=l. 


A função f(x) é chamada função densidade de probabilidade (f. d. p.) 


Observamos que: 


P(asX<b)=/ fodx 


(corresponde à área delimitada pela função fx). eixo dos X,e pelas retas X = ae X = b). 
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Podemos estender todas as definições de variáveis aleatórias discretas para variá- 
veis contínuas. 


Se X é uma variável aleatória contínua, então: 


DEFINIÇÃO 


E(X)=) x f(x)dx 


À esperança pode ser entendida como um “centro de distribuição de probabilidades”. 


DEFINIÇÃO 


VAR(X)= f E [x — EOOV - FlO)dx 
ou VAR(X)= E(X?)- fE(X)V , onde 
E(O)= [x f(x)dr. 
Também podemos definir: 


P()=P(X <= f(s)ds, 


e o gráfico genericamente é: 


F (x) 


X 


Podemos encontrar a f. d. p., se existir, a partir de F(x), pois: 


F (0) = f(x) 


nos pontos onde H(x) é derivável. 
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Exemplos de aplicação 
2x Fá melaysl 


|. Verific: dis 
erificar se f(x) : sex<0oux>2 


é uma f. d. p. 


Resolução: 
a) Hx)> 0 para todo x. 


b) [É ft)dr= | Qx+3dr=( +30) =4+6=10- 
= 05 ! q n 


“. não é uma f. d. p. 
| 
Se definirmos: f(x)= 10 
Ó sex<0oux>2, 


(2x+3) sel<x=<2 


então f(x) é uma função densidade de probabilidade. 


kx se0<x<] 
O sex<s0oux>l 


2. Seja roo=| 


Determinar: 

a) ka fim de que f(x) seja f. d. p. b) o gráfico de f(x). 
c) P(o <X=< 5) d) H(X). 

e) VARÇO. 9 FO). 


g) gráfico de F(x). 


Resolução: 
| 


a Josod=15 [ha de= 145] 


LE 


2x se0<x=<l] 


O sex<0oux>l 


b) re9=| 


5. 
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hp 


H 


l ; 
c) (0x <5)= [Pax dx = (xº) 7 


o 


d) EM)= [O y(ade= [ix:2x de= | 2x de= 


É 
3 


o) EM )=[Tertdr= [x 2xdr= [ 2vdr= 


vo | to 


O 


[5] =5 
DE 
| 0 
| * 1 4 1 
VARÇO=5-[5 so" E 
9) F)=] » Í(s)ds = f 2s ds=(8") = 


Logo: 
[é se x=<0 
ii se 0<x<] 


| se xz1 


d 
Obs.: ad WO = 2x para0<x<1. 


g) F (x) 


| X 


Seja X uma variável aleatória contínua com f. d. p. dada por 


| |2x sel<x=<] 
1O=o 


sex<0ou x>| 


lórias COMINUAS 
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Calcular P(x <- 


Resolução: 
Como | O, MN a É = o A . temos: 
2 PARE é 


l l E 4 

Pi-<X=<— 

Gere), Sutra lu 49 
l BERÇA 4 ] 
iii, “2x dx (9, = 

Plgsa=5) Já E 


“EB 


5 
36.05 

3 

9 


Seja X o tempo durante o qual um equipamento elétrico é usado em carga máxima, 
num certo período de tempo, em minutos. A função densidade de probabilidade de 
X é dada por: 


—— x, se 0< x< 1.500 
JQ)= ET 


— (3.000 — x), se 1.500 < x < 3.000 
1.500" 


Calcular H(X), ou seja, o tempo médio em que o equipamento será utilizado em 
carga máxima. 


Resolução: 
1.500 1 .000 
E)=J, ET d+ Jo o Tan (000 — x)x dx= 
41,]1:500 à 00 
15007 5] +[1.500 — | = 1.500 min 
0 1.500 
Graficamente: 
f(x) 
1 
1.500 


O 1,500 3,000 X 
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5.2 Principais distribuições teóricas de probabilidades de 
variáveis aleatórias continuas 


Algumas distribuições de variáveis aleatórias contínuas são importantes. Faremos 
o estudo de três delas, dando maior destaque à distribuição normal. 


Distribuição uniforme 


Uma variável aleatória contínua X tem distribuição uniforme de probabilidades no 
intervalo [a, b] se a sua f. d. p. é dada por: 


ksea=<x=<b 


Osex<aoux>b 


ft) 


O valor de k é: 
: kdx =1 
KO), =] 
l 
k = » . Logo: 
=iz 
l 
Fe a sea<x<b 


Ó sex<aou>b 
A função de distribuição de X é dada por: 


l 
b—a 


A— 


x | é 
F()=). e) = 


b—a 
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Logo, 
Ú sex=a 
| x-—a 
F(x)= sea<x<b 
b—a 
| sexzb 


E seu gráfico é: 


A esperança de X é: 
b 
b | E l b'— a 
E(X)= | x" dX=—| == * A ta 
(4) j; b-—a (5) b-a 2(b-a) 
o b+a pas 
“e E(X)=— E(X) é o ponto médio do intervalo [a, b]. 


A variância de X é dada por: 


b 
4 bos l x l 
BU= fit as=(5] Ba 
o b'—a b+rab+a 
3(b—a) 3 


b'+ab+ra” (a+b) 


Rear = 
AR(X) ; 7 


(b= a) 


VAR) = 
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Exemplos de aplicação 


Il. Um ponto é escolhido ao acaso no intervalo [0, 2]. Qual a probabilidade de que 
esteja entre 1 e 1,5? 


Resolução: 


] 
— para |<x<2 
f0)=32 


Osex<0oux>2 


1,5 1 


Pistas 9= | = de=—(1) - 


4 


1,5 
I 


2. A dureza H de uma peça de aço pode ser pensada como uma variável aleatória com 
distribuição uniforme no intervalo [50, 70] da escala de Rockwel. Calcular a proba- 
bilidade de que uma peça tenha dureza entre 55 e 60. 


Resolução: 
| 
— se50<h<7 
F(h)=120 se 50 0 S 
O seh<50ouh> 70 
SO 
“+ P(55<h<60)= “ dh=(h) = 
sis 55 20 20 Is 4 


Distribuição exponencial 
Uma variável aleatória contínua X tem distribuição exponencial de probabilidade 


se a sua f. d. p. é dada por: 


-=AX 


sexz0 
sex <Q 


Ae 
eo=1 


O gráfico da f. d. p. de X é 
f 69) 
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Jia e de= (ce) =] 
a E, 
A função de distribuição de X é: 
F(x)= | “a id ts =|— -ÃS i =1—0""* 
(0) ih : ( & ), 
Logo: 
Fw l-e“” sex>0 
0 sex <0 


E o gráfico é: 


A esperança da distribuição de X é dada por: 


» | a 
E(X)= f o EUA E ida =[-ne* — — 6] 


| ] | l 
— O — () — 0) — — |— E(X -—. em 
(0-0)-[0-+)=5  Eo=5 
Obs.: 
. = AX : X * | 
im xe “=lm im sy 


ne es Eq Ae!” 


De modo análogo, chegamos a 


VAR(O) = — 
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Exemplo de aplicação 


Uma variável aleatória contínua X tem f. d. p. dada por: 


— e sexz0 
f(x) 2 
Q sex<0 
a) Calcular o valor de k. 
b) Determinar Fx). 
c) Determinar a mediana da distribuição. 


Resolução: 
=]I5k=2 


[) 


a) J, ek =]— (ce) 


ou diretamente 


k 
A=leA=-—.-=]15k=2 
2 RO 
e“ sex>0 

sex=0 


m é mediana da distribuição se P(X> m)= PM(X <m). 


P(X a m) = Jo Ra = (-e*) ii = 
P(X <m)= f y esde=(-e") Pigs 
my 


“«P(X>m)=P(X<m)>e” =|-e Cs 
| 
Re” is > m=In2 :. m=0,693147 


Distribuição normal 
Uma variável aleatória contínua X tem distribuição normal de probabilidade se a 
sua f. d. p. é dada por: 


[e j 
pata -o<y<+o0, 


| 
2 


Ps 
A O 
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O gráfico de f(x) é: 


As principais características dessa função são: 


a) O ponto máximo de Hx) é o ponto X = u. 

b) Os pontos de inflexão da função são: X=u+oeX=u-o. 
c) A curva é simétrica com relação a u. 

d) KHX)=u e VAR(X = o”. 


o | 
Demonstra-se que e 
É Las J2x 


X a 


fo 


Se quisermos calcular a probabilidade indicada na figura, devemos fazer: 


I De E sr y 
e 2º dy, 
oNV2x | 


que apresenta um grau relativo de dificuldade. 


P(a<X<b)=/. 


Usaremos a seguinte notação: 
A: N(u, O”) 


(X tem distribuição normal com média u e variância &”,) 
Seja X: Mu, 0”), definimos: 


Demonstra-se que Z também tem distribuição normal. Z é chamada de variável 
normal reduzida, normal padronizada ou variável normalizada. 


Mostraremos que E(Z) = 0 e VAR(Z) = | 
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E(Z)= p(E =E(X- = —(E()- ul=0 


| 


: VAR(X — u)= É 


O 


VAR(Z)= VAR [ÉH VAR(X)=1 


Logo, se: 


X: Mu. 0) > Z: NO, 1) 


af.d.p. deZé f(z)= 


| as 
eo iz para -%0 <z<+o0, 
V2zx 


Essa curva é também simétrica com relação a j.. 
Verificaremos agora a correspondência entre X e Z, por meio do exemplo: 


Seja X: N(20, 4). Achar os valores reduzidos correspondentes a X= 14, X= 16, X= 18, 
X-20,4=22,X4024X-26. 


=20 Koji X-0 
Sex (20, 4) a É 


o =2 o 2 
a) X4-14 
14— 20 
| = ) — — Z,=—3 
b) = 16 
16—20 
= ="). £=—-2 
pa 2 de 
c) X= 18 
cm 
Ei Aus a 
d) X-20 
20— 20 
41= ; mm () Z,=u4,=0 
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e) A 22 
DU 
; 2 
9) A=24 
24— 20 
Le, = — 
2 
g) A- 26 
26-20 
t 2 


Graficamente: 


14 16 


l8 20 2 24 26 X 


[4Z=1 
DE a) 
Z. =3 


I4=u,—30 
l6=u,.—20 
l8=u.—o 
20=u, 
22=u. +0 
24=u +20 
26=u, +30 
—3=H,—30 
=2=H4,—20 
= [= U.=O 
0=u, 
l=u.+o 
2=u. +20 
3=u. +30 


Concluímos que a variável Z indica quantos desvios padrões a variável X está afas- 
tada da média. Como as curvas são simétricas em relação às médias, 


Capítulo 5 — Variáveis alea 


L-S U u+o X 
P(u-o<X<u)=Pu<N<u+o) 


P-I<Z<0=P(0<Z<1) 


Também concluímos que se X: Mu, o”), então 


pá IN 


Zu X 


PXSKXSK) PASZSA) 


Z Z, Z 
Pois 
A facu 
P(X srx=sM)=)., : Rr is 
O N2m 
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onde 


Uso da tabela: 


ado que podemos tabelar os valores da 


À vantagem de se usar a variável Z = 


área, ou as probabilidades, pois para cada X dado, a área depende de u e o”. Como u. = 0 
eo = 1, uma tabela de Z é suficiente. 


A tabela apresentada no final do livro (páginas 337 e 338) nos dá 


Exemplos de uso da tabela 


E 


Seja X: N(100, 25). Calcular: 
a) P(100<X< 106): 

b) P(89<X< 107): 

co) PUII<A<IL6): 

d) P(X > 108). 


Resolução: 


X — 100 


u=100e0=5» Z= 


a) P(100<X<106)=P(0<Z<1,2)= 0.384930 


100 106 X 


do DIE 


b) P(89<X<107)=P(-2,2<Z2<1,4)= 
=P(22<72<0)+P(0<Z<14)- 
= 0,486097 + 0419243 = 0,90534 


89 100 107 


-22 0 14 


o) PÚIZ<X<SN6)=PQ4<Z<3,2)= 
=PM0<Z<3,2)-P(0<Z<2,4)= 
= 0,499313 — 0,491803 = 0,007510 


100 112 116 


0 24 32 
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7 = 100—100 E 


| 5 


z 5 


1 
eU 


- 5 


-107-100 


P: 
X ) 


7 AMZ O 


E 


1106-100 


atórias continuas 


0 


1,2 


mc 


1,4 


2,4 
5 
= o o 
X 5 
Z 
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d) PMX >108)=P(Z >1,6)=0,5-P(0<Z<1,6)= 
= 0,5 0,445201= 0,054799 


100 108 X 


108- 100 
=" =1,6 
| 5 
2. Sendo X: N(50, 16). determinar X.., tal que: 

a) PMX> AX) = 0,05 

b) P(X< X.) = 0,99 

Resolução: 

u=50,0=4 

a) P(X> XX.) = 0,05 

0,05 
50 X, X 


Procurando no corpo da tabela 0,45 (0.5 — 0,05), encontramos: 
Ze = 1,64 


à O XxX. —50 


*. como Z, = ia o EA =56,90 +. 


. P(X2 56,56) = 0,05 
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b) P(X<X9 = 0,99 


50 X, X 


Procurando no corpo da tabela 0,49 (0,5 — 0,01), encontramos: 


Ze=232 
A e 
4 
X = 59,28 


* P(X<59.28) = 0,99 


Exemplos de aplicação 


ras COMNUAS 


143 


|. Um fabricante de baterias sabe, por experiência passada. que as baterias de sua 
fabricação têm vida média de 600 dias e desvio padrão de 100 dias, sendo que a 
duração tem aproximadamente distribuição normal. Oferece uma garantia de 312 
dias, isto é, troca as baterias que apresentarem falhas nesse período. Fabrica 10.000 
baterias mensalmente. Quantas deverá trocar pelo uso da garantia, mensalmente? 


Resolução: 
4 = 600 dias 7 = X — 600 


X: duração da bateri 
uração da bateria já 00 dias — TR 
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312 600 “X 


o 
MN 


—2,88 


P(X<312)=P(Z<-2,88)=0,5 — P(-2,885Z2<0)= 


= 0,5 — 0,498012 = 0,001988 


312— 600 
Z=""—— =-2,88 
100 


Deverá substituir mensalmente: 
10.000 x 0,001988 = 19,88 = 20 baterias 


2. Uma fábrica de carros sabe que os motores de sua fabricação têm duração normal 
com média de 150.000 km e desvio padrão de 5.000 km. Qual a probabilidade de 
que um carro, escolhido ao acaso, dos fabricados por essa firma, tenha um motor 
que dure: 


a) menos de 170.000 km? 
b) entre 140.000 km e 165.000 km? 


c) Se a fábrica substitui o motor que apresenta duração inferior à garantia, qual 
deve ser esta garantia para que a porcentagem de motores substituídos seja infe- 
rior a 0,2%? 


Resolução: 


4 = 150.000 km 


X: duração do moto k 
uração do motor em km E = 5.000 km 


- X=150.000 
5.000 
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a) P(X<170.000)=P(Z<4)=0,5+P(0<Z<4)= 


= (1,5 + 0,499968 = (0,999968 


150.000 170.000 X 


* 170.000-150.000 — 


5.000 
b) P(140.000 <X< 165.000) =P(-2<Z<3)= 
=P(-2<2Z<0+P(0<Z<3)= 
= 0,477250 + 0.498650 = 0,97590 
140.000- 15. 
Z = 0.000—15 000 
5.000 
140.000 150.000 165.000 X 
Ze 165.000 150.000 : 
- 5.000 
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co) PM(X<X,) = 0,002 


0,002 0,002 


X, 150.000. X Z, 0 Z 
Procurando no corpo da tabela 0,498 (0,5 — 0,002), encontramos: 
Za =-2,87 «+. 


X. — 150.000 


+. —2,87= 
5.000 


X, = 135.650 
A garantia deve ser de 135.650 km. 


Exercícios resolvidos 

|. O diâmetro X de um cabo elétrico é uma variável aleatória contínua com f. d. p. 
dada por: 

K(2x-Xº) se0<x<] 

0 sex<0oux>] 


16)=| 


a) Determinar K. 
b) Calcular E(X) e VAR(A). 
c) Calcular P(0<X< 1/2). 


Resolução: 
| 


3 
a) fik(2x—) dr= 1 ko =] 


HO 


Logo: 


rop se 0<x<] 


Ô sex<0oux>l 
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0 
l 
3px =Sa-=)=55 
212 54, 2142 5) 2W 
Logo: 

VAR) = (5) = EA 
20 à8 320 
h 


2. A variável aleatória X tem f. d. p. dada pelo gráfico abaixo. Determinar: 


a) P(X>2); AF0) 
b) mtal que P(x>m=4: 
co) HM); 
d) VAR(X): 
e) F(x)e seu gráfico. 
E qts) | 
0 > ] =0> f(1)=5(4-2) 
4 0 1 
as se0<x<4 
te) =48 


O sex<0oux>4 
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Resolução: 


a) P(x>2)=1-P(x <2)=1- fi (4-s)dr= 


l a | 
=|I--|4x-— | =1l--(8—-2)= 
Bis | (8-2) 
2. É 
4 
b) he (4) de= —s = [7 S(4-2) x) =. 
m8 “8 
2 já 
fr au 
8 2), 8 
| nv 7 (m= 5,42 
e] A Pi tu mms es E + 
| m | dA 8m+14= oO 2.58 
Logo 
m= 2,58 
| (oo Oy 
Cc) E(x)= | q(4x— 2º) de= 2 =) — 
8 3 3 
d) E(X?) [o(a =x) dx 1f4x x No 
Raso sto 4 
a gr 
dy S 3 
Portanto. vanim= = 8 
3 9 9 
x1 1 gº o ” x 
Fix)= =(4— s)ds=-|d4s—— =—— — 
Ps qu at 2) 2 16 
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sex <0 
F Sa 0<x=4 
(x) E] se 0<x 
sex>4 
F (x) 
l 
0) 4 X 


A f. d. p. da variável aleatória continua X é dada pelo gráfico. Determinar m tal que 


3 
P(X <m)= 7X >m) 


Resolução: 
K- 2 
A, ÉS pag=e 
3 5 
» 91%) 1 
2 
3 O j=8= =" 5. 
2 
O — 1 
3 
Portanto: 


do É 
= passo 
Pi =a 9 


Osex<0oux>3 
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5.4) 


Im” —-42m+27=0>ms 
0,73 


Logo: 
m = 0,73 


4. Uma fábrica de tubos de TV determinou que a vida média dos tubos de sua fabri- 
cação é de 800 horas de uso contínuo e segue uma distribuição exponencial. Qual a 
probabilidade de que a fábrica tenha de substituir um tubo gratuitamente, se oferece 
uma garantia de 300 horas de uso? X: vida útil dos tubos de TV. 


Resolução: 
E(X) = 800 
Como 
Eles ESSA So 
À À 800 
logo, 
ftj= da sexz0 


sex <0 


300 


P(X <300)= f ne de= (-05) 


Mo 
=-0 WO p|=]-g'*= 0,3127 
5. Avariável aleatória continua X tem f. d. p. dada por: 


(x— 2) para 0<x=<l] 


parax<0oux>l 


6 
soe 
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Calcular P(u —-20 <x<u +20). 
| 


3 A 
M =E(X)=f 6(x — x) =] 


O 


Logo, VAR(X)=0,3-0,5=0,05 > o =0,22 


P(u-—20 <x<u+20)=P(0,5-2:0,22<x<0,5+ 


0,94 3 = 
+2:0,22)= P(0,06<x<0,94)= [  6(x—xº)dr= 
> B 2 3 

0,06 


(e 0,06 


z 3 | orsaor- 0,979264 


Uma variável aleatória contínua X tem sua f, d. p. dada pelo gráfico: 


f (0) 


a) Determinar k. 

b) Calcular P(0<X<2), 

c) Calcular E(X). 

Resolução: 

a) Usaremos o fato de que a soma das duas áreas deve ser 1. 


+43 K=ISK+6K=25K=5 
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2 2 2 
Li) 


sel=x=<4 


sex<0oux>4 


2 
+ — x 
4 E 


Ee) | 2 4 2 2 ; 42 
c) EM)= Sox» dx + J NA de=] x dr+ J, 7" dx = 


Dedo fia) 47 
—w| +>x| =— =2,2381 
21 ph 7h 2] 
k + 44 
Et ere sermo 
7. Sendo f(x)= 6 
O sex < 0, calcular: 
a) K 
b) P(8u-30<x<10u+t6o) 
Resolução: 
a) Qu l=- Pos CCom io 
Se” sexz>0 
fO)= | 
O sex <0 
aê E a 5.0 = 
Pes CRETA 
l | ] | 5 
b) P|8:-—-3.—-<y<1l0:-+6:-|=P|-<x<2]|]= 
| Res E | 
= [  8eFde=(Ce) =! e = 0,00674 
5! SIR 
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Ze” sex>0 
À) sex <0 


8. Af.d.p. eo=| 


representa a distribuição do índice de acidez (X) de um determinado produto alimen- 
tício. O produto é consumivel se este índice for menor que 2. O setor de fiscalização 
do L.A.L. apreendeu 30 unidades dele. Qual a probabilidade de que pelo menos 10% 
da amostra seja imprópria para consumo? 


Resolução: 
: 2 
P(X<)=| 20 "dx=(-€") =-e'+l= 
( ) J: e “dx ( e ), e 
= (,98168437 
Logo: 


P(X <2) = 0,98: probabilidade de o produto ser consumível 
Logo: 
probabilidade de não ser consumível = p 

p=0,02 e q=0,98 


X: número de unidades impróprias para o consumo 
X: B(30; 0,02) 
30 Or 30 
P(X =>3)=1-P(X <3)=1- 0 (0,02) (0,98) + 
30 | EA R s 
+ (0,02) (0,98) + 3 (0,02) (0,98) "p= 


=] — (0,54548 + 0,53397 + 0,09883) = 
=] —-0,0/828= [0021/72 


9. O diâmetro X de um cabo para TV é uma variável aleatória continua com f. d. p. 
dada por: 


E onsda se0<x<l 


f(x)=12 


Ú sex <0 ou 


A probabilidade de um cabo sair com diâmetro defeituoso é dada por p;= 0,5125 — 
P(X < 0,5). Se 25 cabos são produzidos, qual a probabilidade de que: 


a) pelo menos 2 sejam defeituosos? 
b) exatamente 6 sejam defeituosos? 
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Resolução: 
1/2 
a 


24 16 


as RE 3 2 ; 3 
P(X a 0,5) = Ir 0x mae? E] 2 


() 
+ P(X<0,5)=0,3125..7=0,5125-03125 5 p=0,2 
x B(25; 0,2) 


| 25 O 25 25 | 24 
a) P(X=2)=1-MX<2)=1-] 0 (0,2(0,8" + |(0,2)(0,8)* p= 
= | — 10,00378 + 0,02361!: = 1 — 0,02739 = 0,9726] 


Ea | 
b) MX=6= | : Jo (0,8)” =0,16335 


10. Os salários dos diretores das empresas de São Paulo distribuem-se normalmente 
com média de R$ 8.000.00 e desvio padrão de R$ 500,00. Qual a porcentagem de 
diretores que recebem: 

a) menos de R$ 6.470.009 
b) entre R$ 8.920,00 e R$ 9.380,00? 
Resolução: 


= 8.000 X — 8.000 
X: salário Ea 5 Z=>————— 
o =500 500 


a) P(X<6470)= P(Z< 3,06) = 0,5 — 0,498893 = 0,001107 ou 11% 
6.470 8.000 x -3,06 0 Z 


* 6.470-8.000 — 
500 


Z —3,06 
b) P(8.920<X<9.380)=P(1,84<Z<2,76)= 
= 0,497110 — 0,467116 = 
= (0.029994 ou = 3% 


o =... e Ss e = ss 


X 8.000 8.920 9.380 


1,84 2,76 Z 


td: 
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7 = 3.920 — 8.000 


| =1,84 
500 


9.380 — 8.000 
É, E —eeeeio 


=2,76 
2 500 


A quantidade de óleo contida em cada lata fabricada por uma indústria tem peso 
distribuído normalmente, com média de 990 g e desvio padrão de 10 g. Uma lata é 
rejeitada no comércio se tiver peso menor que 976 g. 
a) Se observarmos uma sequência casual destas latas em uma linha de produção, 
qual a probabilidade de que a 10º lata observada seja a 1º rejeitada? 
b) Nas condições do item a, qual a probabilidade de que, em 20 latas observadas, 
3 sejam rejeitadas? 
Resolução: 
u =990 X — 990 
—y = 
o =10 10 


X: N(990, 100) > | 


P(X<976)=P(Z<-1,4)= 0,5 — 0,419243 = 0,080757 
P = 0,080757 
q = 0,919243 

a) P(X= 10) = (0,919243P (0,080757) = 0,03785 

b) X: B(20; 0,080757) 


20) 
P(X =3) -| à Jo.080757) (0,9192437 = 0,14347 


976 990 X —1,4 0 Z 


. Um fabricante de produtos alimentícios vende um de seus produtos em latas de 900 g 


de conteúdo líquido. Para embalar o produto, adquiriu uma máquina que permite obter 
o peso desejado, com distribuição normal e desvio padrão de 10 g. O IPM (Instituto 
de Pesos e Medidas) exige que no máximo 5% das latas contenham menos do que o 
peso líquido nominal, Se a máquina for regulada para 910 g, poderá satisfazer esta 
exigência. Qual deverá ser a regulagem da máquina para que a exigência do IPM seja 
observada? Feita esta nova regulagem, as latas são remetidas ao comércio. O IPM 
examina, então, uma amostra de 20 latas em um supermercado. Qual a probabilidade 
de encontrar pelo menos 3 com o peso inferior ao especificado na embalagem? 
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Resolução: 
X: peso líquido 


— 


x: N( 100/27, 
o = 


10 
=910 X-910 
a) X: 10,100) [TO > Z=>— 


900 910 


+ 
P(X<900) = P(Z<-1)= 0,5 - 0,341345 = 0,158655 -. 
15,87% 


Logo, com a regulagem de 910 g, 15,87% das latas terão peso inferior a 900 g, o que 
não satisfaz a exigência do IPM. 


b) 


900 u 


9 a 
Z = gu 08 


u =916,4 


Portanto, para que a exigência do IPM seja observada, a máquina deve ser regulada 
para 916,4 g. Logo: 


X: M916.4; 100) 


c) X: número de latas com peso líquido menor do que 900 g. 
p= 0,05. 


X: BQO; 0,05) 
20 0 s 20 
P(X=3)=1-P(X<3)=1-)| 4 |(0,05)(0,95” + 
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20 | 19 20 É [E 
"50.0 (0,95) [5 Joospo.95 |- 


=] — (0,35849 + 0,37735 + 0,18868) = 1 — 0,92452=  0,07548 


Exercícios propostos Respostas 


|. Dadas as funções abaixo, verificar para que valores de K podem ser consideradas f. d. p. 
Calcular H(X) e VAR(M). 


O Fo Ke se0<x<2 
O sex<0oux>2 
bd) fw- K(Q—-x)se0<x=<l 
Íla)= O sex<0oux>l 
FO) Ke” parax>0 
c = 
Mi O para x<0 


2. Fazer o gráfico da função de distribuição F(x) das funções do exercício anterior. 
3. Uma variável aleatória continua X tem a função de distribuição dada por: 


O sex<0 


F(l)=,x se0O<x<l 


| sexzl 
Calcular E(X) e VAR(a). 
4. Uma variável aleatória contínua X tem f. d. p. dada por: 
K se0<x<2 
F(x)=)K(x-l) sel<x=4 
0) sex<0oux>4 


Determinar K e E(X). 


LM 


A f. d. p. de uma variável aleatória contínua X é representada pelo gráfico abaixo. 


fx) 
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Calcular: Respostas 


a) Ktal que: 
P(X>K)= 1/4. 
b) A mediana da distribuição de X, isto é, m tal que: 
P(X>m)=P(X<m). 


Determinar a média e a variância de X, cuja f. d. p. é dada por: 


2 
— se l<x<?2 
fO)=1x 


O sex<loux>? 


- O gráfico da f. d. p. de uma variável aleatória contínua X é dado a seguir: 


Calcular: 
a) P(X>1); E 
b) PX< 1); 
c) E(M). 


Dada a f. d. p. de uma variável aleatória X: 


6x(l—- x) sed<x=<] 


O sex<0oux>1 


calcular P(u -0<NX<u+o). 
A duração de uma lâmpada é uma variável aleatória T, cuja f. d. p. é: 
l 5H 1000 


f()=11.000" 
Ô set<0 


, parat =0 (em horas) 


Calcular a probabilidade de uma lâmpada: 
a) Se queimar antes de 1.000 horas. 
b) Durar entre 800 e 1.200 horas. 
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10. Na leitura de uma escala, os erros variam de —1/4 a 1/4, com distribuição uniforme 
de probabilidade. Calcular a média e a variância da distribuição dos erros. 


11. Dada a variável aleatória Z = iz , determinar E(Z) e VAR(Z), sendo que X tem 
di) Nx 
f. d. p. dada por: 
e” sexz0 
w= 
ft) l sex <0 


12. A duração X de um tubo de televisão tem f. d. p.: 


f() Ke“ sexz>0 
x)= 
O sex <0 


Sejap;=P(A<X<A+ 1). Então p; é da forma (1 — a)a”. Determinar a. 
13. Af. d. p. de uma variável aleatória continua X é dada por: 


l-x/2 seQ<x<2 
fO)= 
O sex<0oux>2 


Ssejap =P(x< 1,2): 

a) Considere experimentos independentes, onde p = 1,24 — p; é a probabilidade de 
sucesso. Qual a probabilidade de que em 25 tentativas do mesmo experimento 
ocorram pelo menos 3 sucessos? 


b) Se a probabilidade de sucesso for p = (1,24 — p/)/200, em 1.000 tentativas inde- 
pendentes do experimento, qual a probabilidade de que ocorram no máximo 2 
sucessos? 


14. O diâmetro X de um tubo é uma variável aleatória contínua com f. d. p. dada por: 


e) se0<x<l] 


FO) = | / 


O sex<0oux>l 


A probabilidade de um tubo sair com defeito (diâmetro fora das especificações) 
ép=0,5125- P(x< 0,5). Se 25 tubos são fabricados, qual a probabilidade de 
que sejam defeituosos: 

a) pelo menos 4 tubos? 


b) exatamente 6 tubos? 


19. 


20. 


E R 


Estatistica basica Respostas 


. Foi feito um estudo sobre a altura dos alunos de uma faculdade, observando-se que 


ela se distribuía normalmente com média de 1,72 m e desvio padrão de 5 cm. Qual 
a porcentagem dos alunos com altura: 

a) entre 1,57 me 1,87 m? 

b) acima de 1,90 m? 


. Uma variável aleatória X é normalmente distribuida com média 60 e variância 64. 


Determinar: 

a) P(X> 74): 

b) P(X— 60|<8): 
c) P(IX-60]>5). 


. Um estudo das modificações percentuais dos preços, no atacado, de produtos indus- 


trializados mostrou que há distribuição normal com média de 50% e desvio padrão 
de 10%. Qual a porcentagem dos artigos que: 


a) sofreram aumentos superiores a 75%? 
b) sofreram aumentos entre 30% e 80%? 


. O volume de correspondência recebido por uma firma quinzenalmente tem distri- 


buição normal com média de 4.000 cartas e desvio padrão de 200 cartas. Qual a 
porcentagem de quinzenas em que a firma recebe: 


a) entre 3.600 e 4.250 cartas? 
b) menos de 3.400 cartas? 
c) mais de 4.636 cartas? 


Numa fábrica foram instaladas 1.000 lâmpadas novas. Sabe-se que a duração média 
das lâmpadas é de 800 horas e desvio padrão de 100 horas, com distribuição normal. 
Determinar a quantidade de lâmpadas que durarão: 


a) menos de 500 horas; 
b) mais de 700 horas; 
c) entre 516 e 684 horas. 


Um fabricante de máquinas de lavar sabe, por longa experiência, que a duração de 
suas máquinas tem distribuição normal com média de 1.000 dias e desvio padrão 
de 200 dias. Oferece uma garantia de 1 ano (365 dias). Produz mensalmente 2.000 
máquinas. Quantas espera trocar pelo uso da garantia dada, mensalmente? 


O diâmetro X de um cabo de vídeo é uma v. a. com distribuição normal, com média 
de 21 mm e desvio padrão de 1,5 mm. A probabilidade de um cabo sair com diâme- 
tro fora das especificações é p;= 0,691759 — P(X > 23). Considerando p = p;/800 
a probabilidade de um cabo produzido ser rejeitado, determinar a probabilidade de 
que, na produção de 8.000 cabos, no máximo 3 sejam rejeitados. 


CAPÍTULO 


Aplicações da distribuição 
normal 


6.1 Distribuições de funções de variáveis aleatórias 
normais 


|. Sejam n variáveis aleatórias independentes, cada uma com distribuição normal, e 


sejam E(X,) = tt, VAR(X) = 0%, = 1,2,....n, isto é, X: N( uu. 01). Consideremos a 


variável X = bp: ; - Então X também é normalmente distribuída, 


À XE du 30i | 


j=1 


Demonstração: Não faremos a demonstração de que a variável X tem distribuição 
normal. 
Sejam 

Xi N(ui, 01) 


Ho: Miparo 03) 


- 2 
E fia MV Has O 


independentes e X = > X. calcularemos E(X) e VAR(X). 


Ea 
j=] 


EgO=2[3,x |-Seta)= Su 


=] 


VAR(A)=VAR[$. x |- SvaR(, +2S cov(x, xi 


f=l fm] Hj 


1b2 Estatística básica 


Como as variáveis X, i = 1,2,....n são independentes, a cov(X. A) = 0,/=1,....n. 
LET. 
Logo: 


VAR(X)= Svar(x)= So: 
f=] 


[=] 


2. Nas condições de 1, sem, =, =... =Us=Meoj=05=...=c, então X: Mnu, no”). 
Demonstração: De 1 tiramos 


Elo)= Due u=np 


[=] i=] 


VAR(X)= 3o: = 3 o: = no”. 


=] i=] 
3. Sejam X: N(u, 0"), i=,..,n, variáveis independentes. Seja 


=> 3X. 


- 


Então, 
cof) 
H 
Demonstração: 
(= ef x [=12[5x)-15e(4)- 
im] i=] j=| 
I 
=—'nH = H 
H 
e 
VAR(R)= var [E [= E VAR 3x) 
i=] | ci=i 
= SvaR(X)=— no? = 
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4. Sejam X: Mu, 07), i=1,2,...,n variáveis independentes e seja Y=a+h,X + bX, 
5a pi o eo MR 5 1 TE A 


ft 


FN[a+ 5 bu,» bico? | 
i=] [=] 
Demonstração: 
EN) = E(a + bX, + bX, +... + bo) = 
= q+ biH(X,) + boE(X,) ape nnde n b(X,) pe 
=atbimMitbh Mo... + Do Un = 


=0+5 bu 


1=1 


VAR(Y = VAR(a+b X +h,X,+...+b X)= 


tt tt 


=», VAR(X) + db, VAR(X,) +... + b, VAR(X) = 


=b-0] +bjoj+..+bioi=5 bio 


Exemplos de aplicação 


|. O peso de um cigarro é a soma dos pesos do papel e do fumo, e vale em média 1,200 g 
com o = 0,060 g. O peso médio do papel é 0.040 g com o = 0.020 g. Esses pesos têm 
distribuição normal. Os cigarros são feitos em uma máquina automática que pesa 
o fumo a ser usado, coloca o papel e enrola o cigarro. Determinar o peso médio do 
fumo em cada cigarro e o desvio padrão. Qual a probabilidade de que um cigarro 
tenha menos de 1,130 g de fumo? 


Resolução: 

Façamos: 

X: peso do cigarro 

Y. peso do papel 

F: peso do fumo 

Logo, F=X-Ycom Xe Y independentes. 
Us= |i)geo,-U 06 g 


Temos 
| u4,=0,04 geo,=0,02 g 


Precisamos determinar up e 0. 


Calculando-se a esperança e a variância de F, temos: 


164 Estatistica basica 


u=EX-N=EM-EN=1,20-0,04=1,l6g 
0;= VAR(X — 1) = VAR(X) + VAR(Y) = 
= 0,06” + 0,02? = 0,0036 + 0,0004 = 0,0040 
Logo: 
Fur 
0, 


F. N(1,16; 0,004) e o; = 0,063 > Z= 


Li. iG F 


Calculando-se a probabilidade, temos: 


P(F<1,13)=P(Z<-0,48)=0,5-0,184586= 0,315614 


2. Uma máquina automática enche latas baseada em seus pesos brutos. O peso bruto 
tem distribuição normal com u = 1.000 ge o = 20 g. As latas têm peso distribuído 
normalmente, com 4 = 90 g e o = 10 g. Qual a probabilidade de que uma lata tenha, 
de peso líquido, 

a) menos de 830 g? 

b) mais de 870 g? 

c) entre 860 e 920 g? 

Resolução: 

Sejam X,: peso bruto 
X: peso de lata 

Seja X: peso líquido 

Logo. 


A=A—h 
Temos: 


X,: N(1.000, 400) 
X,: N(90, 100) 


Calcularemos E(X) e VAR(A). 

E(X) = E(X,— X) = E(X)) — E(X.) = 1.000 —- 90 = 910 

VAR(Ã) = VAR(A, — X) = VAR(X;) + VAR(X) — 2 cov(X, X5) 
— 2 cov(X,. X) = 400 + 100 -— 0 = 500 .. 
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u =910 


X: N(910, 500 
ada > ea 


a) PMX<830)=P(Z<-3,58)=0,5-P(-3,58<Z<0)= 
=0,5-0,499828= 0,000172 


830 910 XxX -3,58 0 Z 


80-90 sq 
22,36 


b) PM(X>870)=P(Z>-1,79)=P(-1,79<Z2<0)+0,5= 
=(,463273+0,5= 0,963273 


870 910 X =1519 Ó He 


870—910 
ge 
22,36 


c) P(860<X<920)=P(-2,24<Z<0,45)=P(-2,24<Z<0)+ 
+ P(0 <Z <0,45) = 0,487455 + 0,173645= 0,661] 


860 910 920 X 2,44 0 0,45 Z 


0—91] 
B60-910 o, 
22,36 


20-91 
Tim NES ras 


2 22,36 
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6.2 Aproximação da distribuição binomial pela 
distribuição normal 
Para efetuarmos a aproximação da distribuição binomial pela distribuição normal, 


usaremos um resultado bastante importante, o teorema do limite central, que será ape- 
nas enunciado. 


Teorema do limite central 


Consideremos n variáveis aleatórias, X, X. ..., X, independentes com E(X;) = u; € 
VAR) = 02 i=1,2,...,n. Seja 


x=5'x, 


i=1 


Considerando-se condições bastante gerais, a variável 


x-Su 


i=] 


Z 


tem distribuição aproximadamente N(O, 1). 
Se EH(X)=u e VAR(X)=0,i=1,...,ne para n bastante grande (n > 00), 
X-—n 
go A oh 
vno - 
tem distribuição normal no limite (Z = N(0, 1)). 
Na prática, quando n é fixo, a aproximação será melhor na medida em que as variá- 
veis X, i=1,..., n forem mais próximas da distribuição normal. 
Mostraremos agora como será feita a aproximação da distribuição binomial pela 
distribuição normal. 


Seja X: B(n, p). Podemos escrever X = > X,, onde as variáveis 4, 45, ..., X, são 
f=] 
independentes, cada uma com distribuição de Bernoulli. 
Vimos que 
E(X,)=p 
VAR(X)= pg, i=1,2,...,h 


Então, E(X)= 5 E(X,)=np 


i=] 
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n 
VAR(X)= > VAR(X,)=npq, 
i=] 
que são os mesmos resultados já anteriormente obtidos. 
Logo, para n suficientemente grande, a variável é: 


XE 
z=)]"""" = N(0,1). 
npq 


Essa aproximação é chamada de Moivre — Laplace. 
Moivre mostrou que para n grande (n — 0), temos: 


E) 
Ajx=mpy” 
Liza 


A 
FA 


n l = 
P MO =x — Bo X ad po 
(X=2) (E), a em 


Para melhorar ainda mais a aproximação, usaremos o recurso da correção de con- 
tinuidade (cc). como segue: 


= | 1) 
PRir=k P(k-i<x<k+] 


P(a<X <b) 


SIR 
v 
O O 
n 
| 

|— 

IA 

de 

IA 

o 

+ 
pa 


Exemplos de aplicação 
|. Lança-se uma moeda 20 vezes. Qual a probabilidade de se obter de uma a cinco 
caras, usando: 


a) distribuição binomial; 
b) aproximação da binomial pela normal. 


Resolução: 


X: Número de caras — x:B(2o, 5] 


a) PI<X<9- PX=SD+PX=D)+PX= + 


+P(X =4) + P(X -9=(4 J5) (0,5) 5 Jos) (0,5) + 
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“A Jt05) (0,5) + PIO) (0,5) + IO) (0,5)º = 


= 0,00002 + 0,00018 + 0,00109 + 0,00462 + 0,01479 = 0,0207 
Graficamente: 


PM) 


0,17620 
0,16018 


0,12013 


0,07393 


0,03696 
0,01479 
0,00462 
0,00109 
0,00018 
0,00002 


123453560 7589 MAI a AS LMISISA 


| 
b) SeX: B po à) então u =np=20:-=10 


a 


| 
2? =npg=20:— 
O HE 2 
[5 
o =/5=2,24 .. 


l 5 LO X 


Queremos calcular P(1 <X <5). 
Usando a correção de continuidade: 
PI<X<S)SP(0,5S<X<5,5)=P(-4,24<Z2<-2,01)= 


=0,5-0477784= 0,022216 
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O erro é de 0.001516. mas no caso, n = 20 (pequeno) e também a probabilidade 
está tabelada. 
Logo, para n grande a aproximação será realmente boa. 

2. Um sistema é formado por 100 componentes, cada um dos quais com confiabilidade 
de 0,95 (probabilidade de funcionamento do componente durante um certo período 
de tempo). Se esses componentes funcionam independentes uns dos outros e se 
o sistema completo funciona adequadamente quando pelo menos 80 componentes 
funcionam, qual a confiabilidade do sistema? 

Resolução: 

Seja X: número de componentes que funcionam 

X: B (100; 0,95) 

Usando a aproximação da binomial pela normal, temos: 
u=np= 100-0,95 =95 

o =npg= 100:0,95-0,05=4,75 e o=2,18 


80 95 100 


P(80<X< 100)& P(79,5 <X< 100,5) = 

= P-LILISZAS252)= 

= (0,5 + 0,494132 = 0,994132 

Logo, a confiabilidade do sistema é de 99,41% . 


Exercícios resolvidos 
|. Sejam X,: M(150, 30), 4X: N(200, 20) e X;: N(100, 14) independentes. Seja 
X=X,—-X, + X, também com distribuição normal. Calcular: 
a) P(6]1<X<70): 
b) P(47<X<58). 
Resolução: 
E(X) = EA) — E(Ão) + BÃO) = 
= 1580-200 + 100 = 50 
X=M -X+HX > 3 VAR(M) = VAR(X) + VAR(Ã) + 
+ VAR(X;) = 
=30+20+14=64 


trO Estatistica basica 


Logo, 


= 5() js 
X: N(S0, sofa — = E 


o =8 S 


a) P(6]<X<70)=P1,38<Z<2,5)= 0,493790 — 0,416207 = 
= WdisdS 


50 6] mM X 
b) P(47<X<58)=P(-0,38<Z<1)=0,148027+0,341345 = 
= (,489372 


| 
h 
| 
| 
i 
|] 
| 
| 
| 
| 


47 50 58 X 


2. Sejam X,: N(180, 40) e X: N(160, 50) independentes. Seja X = 4X, — 3X, também 
com distribuição normal. Calcular: 
a) PMX-3o>u-— 100); 
b) P(X-200|> 42): 
c) P(X-210]< 16). 


Resolução: 
E(X)=4-180—-3:160 = 240 


| O mi 


Logo: 


u=2480  ,. X-20 
o =33,02 33,02 


X: N(240, 1.090) — | 


a) P(X-—3- 33,02 >240 — 100) = P(X> 239,06) = 
= P(Z>-— 0,03) = 0,011967 + 0,5 = 
= 0,511967 
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23906 240 X 


b) P(X-— 200] > 42) = P(X— 200 <-42) + P(X— 200 > 42) = 
=P(X<158)+ P(X>242)= 
=P(Z<-2,48)+P(Z>0,06)= 
= (0,5 — 0,493431) + (0,5 — 0,023922) = 
= 0,006569 + 0,476078 =  0,482647 


158 240 252 X 


co) P(X-210|<16)=P(-16<X-210<16)= 
= P(194<X<226)=P(-1,39<Z<-0,42) = 


= 0,417736 — 0,162757 = 0,254979 


194 226 240 X 


3. O peso de um saco de café é uma variável aleatória que tem distribuição normal 
com média de 65 kg e desvio padrão de 4 kg. Um caminhão é carregado com 120 
sacos. 


Pergunta-se qual a probabilidade de a carga do caminhão pesar 
a) entre 7.893 kg e 7.910 kg? 
b) mais de 7.722 kg? 

(Obs.: considerar o peso da carga com distribuição normal.) 


Resolução: 


X;: peso de um saco de café — X;: N(65, 16) i=1,2,..., 120 
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20 
X: peso da carga — MES x — 


I=1 


10 
E(X)= > 65=120-65=7.800 
i=] 
120 120 
VAR(X)= 5 VAR(X,)= > 16=120:16=1.920 


=] i=] 
Logo: 


u =7.800  X-7.800 


é ; 1.92 = 
X:N(7.800, 1.920) — io > NR 


a) P(7.893 <X<7.910) = P(2,12<Z2<2,51)= 
= (0,1493963 —0,482997 = 0,010966 


7.800 7.893 7.910 X 


b) P(X >7.722)= P(Z > -1,78)= 
=P(-1,78<Z2<0)+0,5 = 0,5 + 0,462462 = 
= (0,962462 


800 X 


20 
4. Sejam X: N(40, 4), i= 1, 2,..., 20 independentes. Seja X = pio A X também com 
distribuição normal. dat 
a) Determinar X., tal que P(X > X.) = 0,84. 
b) Calcular P(X — 10] < 820). 


3 3 
c) Calcular P| su — 200 =X sq! + 200 ) 
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Resolução: 
Como: 
30 20 
. E(X)=E 3;x,)5;40-500 
) i=I [=] 
dé = -. e 20 20 
É VAR(X)= VAR 3x,)-34=20-4=80 
i=] i=| 
Logo: 
u =800 X — 800 
X: N(800, 80) > +: — = 
) | =8,94 8,94 
a) Z.=0,99 
X, —800 
-0,99="2 " — > Doni 
8,94 
0,34 | 0,5 
x 800 X Z 0 Z 


b) P(jX— 10] <820)=P(-820<X- 10 <820)= 
= P(-810<X<830)=P(-180,09<Z<3,36)= 


= (0,5 + 0,499610 = 0,999610 


—810 800 830 X —180,09 Ó 3,360 Z 


| 3 
c) Plgu — 200 = Sia +20] 


= P(5:800-20-8,04=< x <5"800+ 20-8,94)- 
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= P(301,20<X <778,8)=P(-55,79<Z<-2,3N= 


= 0,5 — 0,491106 = 0,0086594 


eo VA Of —2,31 0 Z 


5. Um elevador tem seu funcionamento bloqueado se sua carga for superior a 450 kg. 
Sabendo que o peso de um adulto é uma variável aleatória com distribuição nor- 
mal, sendo a média igual a 70 kg e o desvio igual a 15 kg, calcule a probabilidade 
de ocorrer o bloqueio numa tentativa de transportar 6 adultos. 


Resolução: 
X;: Peso de um adulto X;: N(70, 225) 


Õ 
E(Y) =D E(X,)=6:70=420 


=] 


6 
Y: Peso de 6 adultos > Y= BRA, 


b 
2 |VAR()=5 VAR(X,)=6:225=1.350 


=] 


u =420 —-Y-420 
o =1.350=36,74 36,74 


2 Y: N(420, 250) 


P(Bloqueio) = P(Y > 450) = P(Z > 0,82) = 
=0,5-P(0<Z<0,82)= 0,5 0,293892 
P(Bloqueio) = 0,206108 


6. O peso de uma caixa de peças é uma variável aleatória com distribuição normal de 
probabilidade, com média de 60 kg e desvio padrão de 4 kg. Um carregamento de 
200 caixas de peças é feito. Seja X o peso do carregamento e X tendo distribuição 
normal, determinar: 


a) P(X— 12.100 |> 32): 

b) X, tal que P(X > X,) = 0,973. 
Resolução: 

X;: N(60, 16) Peso da Caixa i 


24H) 
X: Peso da carga X = sx 


i=] 
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4 = 12.000 
o =43.200 =56,57 


E(X) = 60: 200 = 12.000 


X: N(12.000, 3.200 
VAR(X)=200-16= o 


= X — 12.000 
56,57 
a) P(X—- 12.100/<32)=P(-32<X- 12.100<32)= P(12.068<X< 12.132) = 
= P(1,20<Z<2,33)=P(0<Z<2,33)-P(0<Z<1,20)- 
= (1,490097 — 0.384930 = 0,105167 
b) P(X>X)= 0,973 


0,473 


Ka 12.000 X 


da E Zoa7 —] 97 
X, —12.000 


— 1,92 = : 
56,57 


Xa = 11.891,39 


O custo de um produto 4 é determinado por custos fixos, mão de obra e maté- 
ria-prima. Sabemos que os custos fixos são de R$ 1.000,00 e o desvio padrão de 
R$ 80,00, com distribuição normal, e que o custo da mão de obra segue distribul- 
ção normal com média de R$ 5.000,00 e desvio padrão de R$ 100,00. O custo da 
matéria-prima é o dobro do custo da mão de obra e também segue uma distribuição 
normal. Admitindo-se que custo fixo, matéria-prima e mão de obra sejam indepen- 
dentes e que o custo do produto 4 tenha uma distribuição normal, determine: 

a) qual a média e o desvio do custo de À; 

b) qual a probabilidade de 4 custar mais R$16.500,00; 

c) quala probabilidade de que o custo de À esteja entre R$ 15.800,00 e R$ 16.900,00. 


Resolução: 


a) Sejam: 
X,: custo fixo 
X: custo da mão de obra 
X: custo da matéria-prima 
X; custo de 4 
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b) 


c) 
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Como X; = 2X, temos: 
E(X,)=2E(X,) 

Na =4VAR(X,) 

Logo: 

X,: M(1.000, 6.400) 

Xo: M5.000, 10.000) 

Xi: NM 0.000, 40.000) 

E como 

X=M+XAX.. 

temos: 

E(X) = 1.000 + 5.000 + 10.000 

E(X) = 16.000 

VAR(X) = 6.400 + 10.000 + 40.000 

VAR(X) = 56.400 


u =16.000 7 — X=16.000 


X: N(16.000, 56.400) — o Z= 
o =237,49 237,49 


P(X> 16.500)=P(Z>210)=0,5-P(0<Z<21N)= 
=0,5-0,48257]= 0,017429 


| 
I 
l 
| 
| 
| 
1 
| 
Í 
| 


16.000 16.500 X 


P(15.800 <X < 16.900) = P(-0,84<Z<3,79)= 
= (0,299546 + 0,1499925 =  0,799471 


15.800 16.000 16,900 A 
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8. Um criador possui 5.000 cabeças de vaca leiteira. Sabendo-se que cada vaca produz 
em média 3 litros por dia, obedecendo a uma distribuição normal, com desvio pa- 
drão de 0,5 litro, calcular a probabilidade de produzir, diariamente: 

a) mais de 15.110 litros; 


b) entre 14.910 e 14.960 litros. 
Resolução: 
X;: Produção da vaca i X;: NM(3; 0,25) 
5.000 
X: Produção total ... X = > X, 
i=| 
E(X)=ny = 5.000:3= 15.000 


X: N(15.000, 1.250 
VAR(X)=no? =5.000:0,25= na 


— 4 =15.000 à 7 X-15.000 
0 =41.250=35,36 35,36 


a) P(X> 15.110)=P(Z>3,11)=0,5-P(0<Z<3,11)= 
= 0,5 — 0,499065 = 0,000935 


b) P(I4910<X<14.960)=P(-2,55<Z<-1,13)= 
2 0582=0)-Prilase=0)- 
= (0,494614 - 0,370762 = 0,123852 


Exercícios propostos Respostas 


|. Sejam X: N(200, 60) e X: N(100, 20) variáveis independentes. Seja X normalmente 
distribuída, tal que X= X, — X,, calcular: 


a) P(92<X< 106): 
b) P(1MI0O<X<117): 
c) P(X— 100|< 14). 
2. Sejam as variáveis normalmente distribuídas e independentes, 
X: N(100, 20) 
X: N(100, 30) 
X;: N(160, 40) 
Xy: N(200, 40) 
Seja X também com distribuição normal, sendo que A=2 X, -X,+3 4 — X,. Calcular: 
a) P(X > 420): 
b) P(X<436): 
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Respostas 


c) P(300<X<480). 

Numa indústria, a montagem de um certo item é feita em duas etapas. Os tempos ne- 
cessários para cada etapa são independentes e têm as seguintes distribuições: 

X,y: N(75 seg; 16 seg”), X;: tempo da 1º etapa 

X: N(125 seg; 100 seg”), X;: tempo da 2º etapa 

Qual a probabilidade de que sejam necessários, para montar a peça: 

a) mais de 210 segundos? 


b) menos de 180 segundos? 


X: pf10o o) Calcular P(X = 10) pela aproximação da normal. 


X: B (n; p), onde n = 100 e p= - . Calcular, usando a aproximação pela normal: 
a) P(X>25): 

b) P(X< 70); 

c) MX>57); 

d) P(X=52); 

& PAS). 


- Numa binomial em que n = 100 e p = 0,6, calcular a probabilidade de se obter de 70 


a 80 sucessos, Inclusive os extremos. 


Um dado é lançado 120 vezes. Determinar a probabilidade de aparecer face 4: 
a) 18 vezes ou menos; 
b) 14 vezes ou menos, admitindo-se que o dado não seja viciado. 


Uma máquina produz parafusos, dos quais 10% são defeituosos. Usando a aproxima- 
ção da distribuição binomial pela normal, determinar a probabilidade de uma amos- 
tra formada ao acaso de 400 parafusos produzidos pela máquina serem defeituosos: 


a) no máximo 30: 

b) entre 30 e 50 (inclusive os extremos); 

c) mais de 35 e menos de 45; 

d) mais de 55. 

Determinar a probabilidade de que em 200 lances de uma moeda, resultem: 
a) 80 < caras < 120: 

b) menos de 90 caras; 

c) menos de 85 ou mais de 115 caras; 

d) exatamente 100 caras. 


Respostas Capitulo 6 — Aplicações da distribuição normal NB 


10. Sejam X:: Pó 30). X: N(200, 20) e X;: N(120, 40) independentes. Seja 


X=3X, —-X, — X, também normal. Calcular: 
a) Pira ) = (0,83; 
b) P(u- 1,40 <X<u+ 230). 


. Sejam X: M180, 25) e X>: N(95. 36) variáveis independentes. Seja X= 4X -5 AX. 


Calcular: 
a) P(|X — 200] < 180); 
b) P(|X — 160] > 120). 


. Sejam X;: M200, 40) variáveis normais com distribuições independentes, i = 1, 2, ... 


100. Seja X = 3x, também normal. Calcular: 
=] 

a) P(A > 20.247); 

b) P(X- 0,960" > u — 4.000). 


. À montagem de uma peça é feita em 3 etapas, independentes entre si. Os tempos de 


montagem de cada etapa são normalmente distribuídos, como segue: 


O tempo total de montagem também é normalmente distribuído. Qual a probabilidade 
de que a montagem da peça seja feita: 


a) em mais de 660 minutos? 
b) entre 896 minutos e 915 minutos? 


. Sacos de feijão são completados automaticamente por uma máquina, com peso mé- 


dio por saco de 60 kg, desvio padrão de 1,5 kg e distribuição normal. No processo 
de armazenagem e transporte, a perda média por saco é de 1,2 kg e desvio padrão 
de 0,4 kg, também com distribuição normal. Calcular a probabilidade de que, numa 
remessa de 140 sacos de feijão, o peso total não ultrapasse 8.230 kg. 
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CAPÍTULO 


Amostragem 


1.1 Conceitos 


População: é o conjunto formado por indivíduos ou objetos que têm pelo menos uma 
variável comum e observável. Podemos falar em: 


e população dos alunos do primeiro período de uma faculdade: 

e população dos operários da indústria automobilística; 

e população de alturas em cm das pessoas de determinado bairro; 

e população de peças fabricadas numa linha de produção, e assim por diante. 


Definiremos como tamanho de uma população finita o número de elementos que a 
compõem. Usaremos N para designar esse número. 


Amostra: fixada uma população, qualquer subconjunto formado exclusivamente por 
seus elementos é denominado amostra desta população. Usaremos n para indicar o nú- 
mero de elementos da amostra, o seu tamanho. 


Amostragem: é o processo de seleção de uma amostra, que possibilita o estudo das 
características da população. 


Erro amostral: é o erro que ocorre justamente pelo uso da amostra. 


Parâmetro: é a medida usada para descrever uma característica numérica populacio- 
nal. Genericamente representaremos por 0. A média (u), a variância (0”) e o coeficiente 
de correlação (p) são alguns exemplos de parâmetros populacionais. 


Estimador: também denominado estatística de um parâmetro populacional; é uma 
característica numérica determinada na amostra, uma função de seus elementos. Gene- 
ricamente, representaremos por 8. A média amostral (x), a variância amostral (s”) e o 
coeficiente de correlação amostral (r) são exemplos de estimadores. 


Estimativa: é o valor numérico determinado pelo estimador, que genericamente re- 
presentaremos por 0%. 
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Logo, o erro amostral, que designaremos por £, é definido por: 
e=- 0-0 


O valor de 6 varia em cada uma das Nº amostras de tamanho n, tiradas da população, 
como segue: 


amostra 1 em Õ, 
amostra 2 = age 9, 


amostrap — ———»> 6, 


Logo. O é uma variável aleatória e, como tal, podemos determinar a E(0), VAR(0). 
isto é, a esperança matemática de O e sua variância. 


Podemos desmembrar o erro amostral em duas partes: 


e = [8 — E(Ô)] + [E(Ô) — 6] 
| 2 
|: parte casual 2: viés ou desvio 


O viés pode aparecer na seleção da amostra, na coleta dos dados ou na estimação 
dos parâmetros. 


Viés de seleção 


A amostragem pode ser probabilística e não probabilística. Amostragem probabilisti- 
ca é o processo de seleção de uma amostra no qual cada unidade amostral da população 
tem probabilidade diferente de zero e conhecida de pertencer à amostra. 


Na amostragem não probabilística, a probabilidade de seleção é desconhecida para al- 
guns ou todos os elementos da população, podendo alguns destes elementos ter probabilida- 
de nula de pertencer à amostra, como em amostras intencionais, a esmo ou de voluntários. 


O melhor modo de evitar o viés de seleção é o uso do sorteio, seja ele manual ou por 
meio de uma tabela de números aleatórios, ou então pela geração de números aleatórios 
por computador. 


A amostragem probabilística é isenta de viés de seleção. 


Viés na coleta de dados 


Esse tipo de vício pode ocorrer principalmente quando se substitui a unidade de 
amostragem ou quando há falta de respostas. 


Viés de estimação 


Esse tipo de vício pode ser controlado fazendo-se amostragens probabilísticas. 
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1.2 Tipos de amostragem 


Amostragem casual simples 
Consideremos uma população X,, X», ...., Xy com elemento genérico X, com | =; = Ne 
a amostra X1, X>, .... Xy com elemento genérico x, | = i=hn. 


DEFINIÇÃO 


Uma amostra se diz casual simples quando P(X, = x,) = Nº quaisquer que sejam 
= NR kasnel- 2 a. 
Isso significa que em uma amostra casual simples todos os elementos da popula- 
ção têm a mesma probabilidade de serem selecionados. 
a) Quando a amostragem é feita com reposição, para n = 2. temos: 


l 
PM =x,M =x))= Nº pe P(X = x/X, =X) = 


b) Quando a amostragem é sem reposição, para n = 2, temos: 


P(X, = x, 4 = x) = 0 e, sendo P(X, = x,) = N e 


l 
P(X =x/X, =x)= — : , portanto 


l 
P(X, = x,,M = X5) = N(N-D' 


Podemos formar o quadro a seguir. 
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Logo, tanto para amostragem com reposição como para sem reposição, temos; 


| l | 
Hs e CND ur 


Consideremos a população formada por 1.,2.3.4.....,7,8€e9. 
A média da população éu = (1+2+3+..+7+8+9/9,u =5. 


Retiramos dessa população amostras de tamanho 3. 


a) Com reposição: 
a) amostra com os menores valores > |, l,lI5x=|5e=1—-5=-—4 
(lembrando: s =x — u); 


a) amostra com os maiores valores => 9,9,95»x=952e=9-5=4 
portanto || = E — ul = 4, 
b) Sem reposição: 
b;)) amostra com os menores valores > 1,23 >x=25€2e=2—-5=53; 
b;) amostra com os maiores valores > 7,89 5x =852=8—5=3 


portanto, e | EE A 


Concluímos que o erro amostral é menor quando se usa amostragem sem reposição. 


Amostragem por estratificação 

Vamos considerar o mesmo exemplo abordado anteriormente. Devemos usar uma 
variável “critério” para separar a população em estratos. 

No exemplo, o critério de estratificação será: 

E: grupo formado pelos três menores valores; 


E»: grupo formado pelos três valores centrais; 


E 


Es: grupo formado pelos três maiores valores. 


E = 1,2,3 
E; =4,5,6 
E; = 7,8,9 


Selecionemos um elemento de cada estrato para formarmos as amostras de tamanho 3: 


e amostras com menores elementos > 1,4,7 sx =45e=-l]: 


e amostras com maiores elementos > 3,6.9 5x = 65 €=1 


el =. 


portanto, 
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Dada a população de 50.000 operários da indústria automobilística, formar uma 
amostra de 5% de operários para estimar seu salário médio. 


Usando a variável critério “cargo” para estratificar essa população, e considerando 
amostras de 5% de cada estrato obtido, chegamos ao seguinte quadro. 


| 250 


Chefes de seção 5.000 


Operários especializados 15.000 


“Opei ários não especializados 30.000 


A amostragem por estratificação tem as seguintes características: 


e dentro de cada estrato há uma grande homogeneidade, ou então uma pequena 
variabilidade: 

e entre os estratos há uma grande heterogeneidade, ou então uma grande variabi- 
lidade. 


No primeiro exemplo, retiramos o mesmo número de elementos de cada um dos 
estratos e, no segundo, fizemos uma partilha proporcional. 


Amostragem por conglomerados 


Se estivermos Interessados no salário médio dos operários da indústria automobi- 
lística, como no exemplo anterior, podemos selecionar uma montadora e, dentro dela, 
estudar os salários. 


Há uma mudança fundamental na unidade de sorteio. Passamos de elemento para grupo. 
Consideramos conglomerados os grupos de elementos com as seguintes características: 


e dentro de cada conglomerado há uma grande heterogeneidade, ou então uma 
grande variabilidade; 


e entre os conglomerados há uma pequena variabilidade, ou então uma grande 
homogeneidade. 


Amostragem sistemática 


Consideramos uma população de tamanho N e dela tiramos uma amostra de tamanho n. 


Definimos s = E: fator de sistematização. 


ed a 


Sorteamos um número entre 1 e s. Seja m esse número: 


e O primeiro elemento da amostra é o de número m; 
e O segundo elemento da amostra é o de número s + m; 
e (O terceiro elemento da amostra é o de número 2s + mm: 


e (O n-ésimo elemento da amostra é o de número (n — 1)s + mn. 


Para esse tipo de amostragem é necessário que a população esteja ordenada, 


por exemplo, em nomes de uma lista telefônica ou em números das casas de 
uma rua. 


| EXEMPLO 


De uma população de N — 1.000 elementos ordenados, retirar uma amostra siste- 


maática de tamanho 100. 
1.000 
e Eros =10 
100 


Seja | = m = 10. Suponhamos que m = 7. Logo, temos: 


1º elemento da amostra... Fe 
2º elemento da amostra... LT" 
3º elemento da amostra... 27º 


[EEE] 


CAPÍTULO 


Análise exploratória dos dados 
de uma amostra 


8.1 Conceitos 


Suponhamos que não conheçamos a média e a variância de uma população X que de- 
sejamos estudar. Retiramos uma amostra de n elementos e estimamos este parâmetro. 


A média 4 da população é estimada pelo estimador: 


coil 
RES Du 


i=] 


e E(x) = 4, como mostraremos futuramente. Isso demonstra que o estimador da média é 
não viciado ou não viesado. 


A variância o” da variável X é estimada por: 


s? = 5 (4 = ih 
H— 


i=1 


que também é um estimador não viciado da variância, pois veremos que E(s”) = 0”. 
Se usarmos o estimador 


s =*5 —x) 
HR j= 


veremos que ele é um estimador viciado. pois demonstra-se que E(s”) * o”. 


Determinar a média e a variância da amostra: 10, 20, 30, 40, 50. 
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nH=5 

x = 150 

x= 150/55 =30 

s = 1.000/4 = 250 


Logo, a média da amostra é 30 e sua variância é 250, sendo então o seu desvio padrão: 
s=250=15,8] 


No exemplo, estamos trabalhando com dados amostrais isolados, não agrupados. 


Para o cálculo do s”, podemos usar uma fórmula operacional mais simples de ser 
aplicada, como demonstraremos a seguir: 


| 


o DO EO | Dz Dnens|- 
f= i=| p= 


n— ls i= 


| 


ou então: 
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Considere a amostra formada por 10, 11, 13, 15 e 18. Determinar a média e sua 
variância, usando para sº a fórmula simplificada. 


> 
n=5 
EC A 
67) 
ss 059 - (87) =10,3 


s=10,3=3,21 

Consideremos agora dados sujeitos a repetições, Isto é, dados afetados de frequência. 
Sejam: 

n, = frequência absoluta do elemento x,, i= 1,2,3,....n. 

k = número de classes de frequência ou número de agrupamentos. 


As fórmulas anteriores de média e variância amostrais passam a ser escritas como 
seguem: 


aanvaça! li 
x=>3 x:n, 
Ri 
e 
o ant 
so = > (x —x) H, 
n-1'5 
ou 
I É k 2 
2 2 
SS =— > xcn,—— > x;-n, 
AP Fer Rial 


Ei 
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k=7 n=80 = E x=40 
80 
e 
ua say — s=12911 e s=11,36 


Usando a fórmula operacional ou abreviada para o cálculo de s”, temos: 


x = 3.200/80 = 40 
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sº nd, 138.200 — &-200" 
80-1 80 


5? =——[138.200- 128.000] s?=-10.200 5? =129,11 
79 79 


Portanto, x=40. sº = 129.11 e s= 11,36. 


Consideremos agora o uso de dados agrupados em classes de frequências. 


Para exemplo, tomaremos uma amostra do QI de 50 alunos de uma determinada 
faculdade: 


EE 
EE 


107 105 5 3 
FERE eq [PA o E E 


Faremos em primeiro lugar o Rol dos dados, isto é, a colocação dos dados iniciais 
em uma certa ordem, crescente ou decrescente. 


A tabulação poderá ser feita de vários modos, porém usaremos o processo desen- 
volvido por Tukey, chamado de Stem-and-leaf, Ramo e folhas. 


41 1,3,4 

MIL IiLAS,,E54,0 4, 649 

11.1 0,0; 1, 1,3,4,5,3,0, 8,8,9,9,9,9,9 
EX | Ud, di 2,5,4,0, 48,9 

13 | 1.245,85 

411,1 


A esquerda da barra, colocamos os algarismos da centena e da dezena e, à direita. 
as unidades. 

Amplitude total.  À= XT Xuin 

A= 141—-91 =50 

Devemos agrupar os dados em classes e associar a cada classe i, i= 1,2,...,kas 
frequências absolutas n, dos valores observados das respectivas classes. 

Numero de classes = K 

Para determinar k, podemos usar a fórmula de Sturges, que é a seguinte: 


k=1+3,22" logn 
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Neste caso, temos: k=1+3,22ºl0g(50) 
k = 1 + 3,22: 1,69897 = 6,47068 


Podemos optar por 6 ou 7 classes. Optaremos por 7 classes. 


Há uma sugestão, por parte de estatísticos, que a seguinte tabela seja seguida: 


Alguns pesquisadores estatísticos sugerem k = Vn. 


No nosso exemplo, k = 450 = 7,07 > k=7 classes. 


Obs.: Paran = 50, os resultados são próximos nos três métodos de determinação 
de k. Porém, quando usamos n = 250, temos: 


Sturges  k= 8,72 classes 
Raiz k = 15.81 classes 
Devemos levar em conta que não se trabalha com classes vazias. 


Usaremos sempre a fórmula de Sturges para determinar o número de classes, arre- 
dondando para mais ou para menos conforme o caso, quando k não for inteiro. 


O primeiro passo é determinarmos a amplitude de classe; h; = diferença entre os 
limites inferiores (ou superiores) de duas classes contíguas. 


FE ;=1,9,..h 


Logo, h = - = 7,1428: tomaremos A, = 7. 


Definiremos, no quadro a seguir, as classes e faremos a tabulação dos dados para 
obtermos a frequência de cada classe definida: 


91-98 REI 
MUUUU 


105: EI2 NRRRR RR! 
LIZ = [19 NRRRRRE! 


119 |-— 126 NRRRRRRRR Ri 


| 


126 -— 133 PI 


133 — 140 


140 147 


| a 
Estes O a 


- 
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Observamos que temos 8 classes, sendo k = 7. Esse fato ocorre porque aproxima- 
ções são feitas. 


Sejam: 

x; = ponto médio da classe i; 

f; = frequência relativa da classe i; 

N, = frequência absoluta acumulada da classe i; 
F, = frequência relativa acumulada da classe i. 


Formamos então a tabela dos dados agrupados em classes de frequências. 


Classes 


105 — 112 
HZ 
119 — 126 


Faremos agora a descrição gráfica desses dados, construindo o histograma, o po- 
lígono de frequências e o polígono de frequências acumuladas. 

Histograma é um gráfico representado por retângulos (barras) contíguos no qual 
os extremos da base do retângulo i são definidos pelos limites da classe i, a altura é 
proporcional à frequência e a base é sempre unitária. A área total do histograma deve 
ser 1% ou 100%. 


80 87 94 101 108 115 122 129 136 143 | X, 


Polígono de frequências. Consideramos a poligonal que une os pontos médios das 
bases superiores dos retângulos do histograma (pontos médios das classes). 
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X; 


Poligono das frequências acumuladas (ogivas de Galton). Para construí-lo, consi- 
deraremos os segmentos que unem os pontos de abcissas iguais aos valores dos limites 
reais de classe e as ordenadas iguais aos valores das frequências acumuladas. 


Hi 


60 


LL as 


30 


or JA 
10 A 
716,5 83,5 90,5 97,5 104,5 111,5 118,5 125,5 132,5 159,5 146,5 155,5 160,5 


Cálculo da média e do desvio padrão: 


Cê [os [om [um [em 
ossos [| o | 3 | am | aos8 o 
onstoss | io | 8 | ame | srdos | 
istemas [Tue [io To | eo 
Cmstnss [ns | 8 [| sm | rosto | 
uesass [um [on [isa | asma 

Co [6 | m | vm 


Cursos [no | 2 | mm | som 
nstcuas [a [2 [26 | sos | 
O E RT TT 


Logo, 1-0 =115,28-+5=115,28 
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(5.764) 


Ss = 5 672.016 - =153,92258º=153,92 


s = 12,4665 

Além da média e da variância, outras medidas são interessantes para a análise dos 
dados. A média é uma medida de posição. 

Estudaremos outras medidas de posição: a mediana, moda, quartis, decis e percentis. 


Usaremos no cálculo dessas medidas a seguinte simbologia: 


| = limite real inferior da classe da separatriz; 

Na = frequência acumulada da classe anterior à da separatriz; 

h, = amplitude da classe da medida; 

n; = frequência absoluta da classe da medida; 

Ff. = frequência relativa da classe anterior à da separatriz; e 

+ = frequência posterior à classe da medida. 

Moda é o valor mais frequente de uma distribuição de frequências. É o valor da 
variável que corresponde ao valor máximo na distribuição de frequência. 


Usaremos o método de King para determinar a moda: 


h 
Ml 
ada 


À classe de maior frequência, portanto a classe modal, é a 5º. Temos, pois: 
/; =] 18,5 


f=0,16 Mi nBpa 
(0,16+0,12) 

f= 0,12 

hs =7 M = 121,5 


Poderíamos também ter usado o método de Czuber: 
M,=L +h, — hot 
2f($.+$,) 

Encontrariamos o valor MM = 121,125 


Mediana é o valor que ocupa a posição central de uma distribuição. Se tivermos 
uma amostra simples, como 1, 4,6,9e 11,a mediana é o 6. 
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Se a amostra for do tamanho par, como 1.5, 7,8. 10 e 11, a mediana será a média 
dos dois termos centrais: 


8 
Ma =, mg=1,5 


A fórmula para calcularmos a mediana será a seguinte: 


n 50 
Para determinarmos a classe da mediana, fazemos — = a = 25. Procuramos na 


tabela dada na página 195 na coluna N,. Como 25 < 29, a classe da mediana é a 4º classe, 
e daí tiramos: 


4 = 111,5 

25-21] 
MN = 2] -—s mi 111547. 88520) 
ns=8 
h, = 7 Md = 115 


Quartis são separatrizes que dividem a área de uma distribuição de frequências em 
Di F = = Fr O] l e 
regiões de áreas iguais e múltiplos de E da área total. 
Primeiro quartil (O,) é o valor (separatriz) que divide a distribuição em duas partes. 
3 4 Q 
tal que 25% dos valores sejam menores que ele e 2 ou 75%, dos valores sejam maiores 


que ele. 


A fórmula para o cálculo do primeiro quartil é a mesma da mediana, com pequenas 
adaptações: 


Para determinarmos a classe do primeiro quartil, fazemos q" - = 12,5 e, usando 


o mesmo critério da mediana, notamos que 12,5 <21. Logo, a classe do primeiro quartil, 
|º classe. Temos: 


| = 104,5 
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Segundo quartil (Q.) coincide com a mediana da distribuição. 
O, = Md = 115 


3 


Terceiro quartil (Q;) é o valor que deixa 75% (3) dos valores à sua esquerda e 25% 
deles à sua direita. A fórmula de cálculo é semelhante à anterior: 


O=4+[35-N,)h 
hn, 4 


Fazemos 35=D=31,5. Na tabela, usando a coluna do N,, verificamos que 


37,5 < 40, portanto a classe do 3º quartil é a 5º classe. 


| = 118,5 

37,5—- 29)-7 
N,=29 > Dois, 06 A o 
ns= 11 
hs = 7 O; = 123,91 


Centis ou percentis são valores que dividem uma distribuição de frequência em 
áreas iguais a múltiplos inteiros de um centésimo dessa área. 


Para o cálculo dos percentis, usaremos a fórmula: 


Para calcularmos o Pso, Isto é, o valor que deixa 90% dos dados à sua esquerda e 
10% à sua direita, fazemos: 


dita 90. ES =45 —» 45<46 —s aclasse do 90º percentil é a 6º classe, 
100 100 
e portanto: 
he = 125,5 


(45-40)-7 


Ns = 40 Fo = 125,5 + 
ns=6 
he=7 Poo = 131,33 


Observamos que o Ps é o 9º decil. Logo, não é necessário usar uma fórmula espe- 
cífica para calcular qualquer decil, basta usar a fórmula acima. 
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Na verdade, o leitor deve ter percebido que é desnecessário gravar as fórmulas para 
mediana, quartis, decis e percentis, pois todas são casos particulares da última fórmula 
dada nesta página, como se segue: 


Pas = O, 
Ps = Md 
P;s = O; 


Ps; = D; e assim por diante. 


Exercício resolvido 


São dadas as vendas de uma firma, expressas em milhares de $, durante 100 sema- 
nas, segundo o quadro abaixo: 


Determinar: 
a) rol; 
b) amplitude máxima; 
c) número de classes: 
d) amplitude de classes de frequências: 


e) distribuição em classes de frequência. 


Elaborar: 
f) histograma; 
g) polígono de frequências; 
h) polígono de frequências acumuladas. 


Calcular: 
1) média, variância, desvio padrão e moda; 
J) O, Ds, Pes. 
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Resolução: 

alia | 
Ea 
4,4,4 
6,6,6 
q pn fee ap dl ps fo No Ri a 
8,8,8,8,8.8.8 
9,9,9.9.9.9.9,9,9 
0,0,0,0,0.0.0,0,0,0,0,0,0,0,0.0,0.0,0,0,0 
LILA AAA 
2222020 
& pos PER LR DS DEL RR 
444444 
6.,6,6 
17 
9 


b) Á = Mie Ant = 39) — 2] = px 
c) k=1 + 3,22: logl00 = 7,44 


di h==2 =241=1,=E 
7,44 


Ia 


Lado Mad Lado Mad bad Lado tado bo tb) ka ka ta 


to) 


e) 
Classes 


ums] unem [= [a pu [ur 

nem | mstms [25 1 | 1/00 [00] 
Taeas | eestrus [85 | 5 | 6 [005 | am] 
asa [astros [255 [3 | 9 [om [00 | 
om | mestras [uns [a [so [om | os | 


[ostra | aasrcans [286 | 30 | [raso | 60 
[ancas | o6stcses [515 [8 [68 [os [os] 
[atcai [oasis [365 [1 [io [oi [iso | 
E ER O 1 O O 
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25 235 DS OMS 25 JUS Sa5 555 973 395% 


g) 


Ú 


SE 7 T Ci 
18,5 20,5 22,5 24,5 26,5 28,5 30,5 32,5 34,5 36,5 38,5 40,5 42,5 


HS 215 23,5 25,5 Elo 209 SS 53,5 355 Sho 505 41 


A, 
> 
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|) média, variância, desvio padrão e moda 


E 
oostms [us 1[ ns | amas | 
E = ME AREIA 


sostsas [315 [16 [somo [asingoo | ae [one] 
ostras [ins [io fo [amam | oe [am 
[sestcans [388 [1 [305 [iscas | oo [ao 
Ds LT fiwlzoldmo | | — 


Logo Xx=——— =30,06 x=30,06 


a (3.006) ; 
=——/91.393-+—— |=10,45 sº=10,43 
99 100 


10,43=3,23 > s=3,23 


Moda: a classe da moda é a 5º, logo. 


I; = 28,5 

A = 0,21 Ms isa cabo di 
(0,21+0,16) 

Je = 0,16 

hs = 2 Mo = 29,36 


) Primeiro quartil: O, = Ps 


100 | 
É = 25: 00 25, como 25 < 30, a classe do O, é a quarta classe. 
| = 26,5 
25-9):2 
N,=9 0, =26,5+8259):2 080 
ta = 2] 


hs, = 2 O, — 28,02 


|. Md — 29.83 (quinta classe) 


2. Se usarmos A, = 3 e limites aparentes, teremos 7 classes e obteremos, por exem- 


plo: x= 30,56 es” = 10,43. 


Exercicios propostos 


|. Dada a distribuição de salários de 135 operários de uma indústria, expressos em $: 


a) fazer o histograma dessa distribuição: 
b) fazer o polígono de frequências; 
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Oitavo decil: D, = Ps 
[7) 100 | | O niga 
-— =80-—— = 80, como 80 < 94, a classe do D; é a sétima classe: 
100 100 
|; = 32,5 
80 — 76 - 
N; = 76 Di 30,94 100) guias 
ns = 18 
eo D; = 32,94 
l Doo 
Fast fu 5: ai 65. como 65 < 76, a classe do percentil é a 6º classe: 
100 100 
ho —; 30,5 
(65 — 60): E 
Ns = 60 Fomos — calls 
ne = 16 
he = 2 Pos = 31,13 
Obs.: 


Respostas 


c) fazer o polígono de frequências acumuladas; 


d) determinar o salário médio desses operários; 


e) determinar o desvio padrão. 
mio [ul 


150 |— 250 IO 
250350 5 


soros | 167 


Limites A 


750 H- 850 4 
| 850 — 950 15 


| ssottoso | 10) 


| | 10 
LOs0-- 1.150 | 8 
1.150 | 1.250 5 
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2. Dada a distribuição de frequência abaixo. fazer o histograma, o polígono de frequências. 
o polígono de frequências acumuladas e determinar: média, desvio padrão, moda, 
mediana, 3º quartil e Ps. 


36,95 — 38,95 


38,95 | 40,95 
40,95 — 42,95 


145 = 1695 


46,95 -— 48,95 


Ag 9st-50,95 


50,05 5295 


3. Dados brutos: vendas de uma firma em milhões de $, durante 100 semanas. 


Determinar: 
a) 
b) 
c) 


rol dos dados; 
amplitude total; 
número de classes; 


agrupamento em classes de frequências; 


histograma: 

poligono das frequências; 

polígono das frequências acumuladas: 
média; 


1) variância e desvio padrão; 
1) moda; 

k) mediana; 

|) terceiro quartil; 

m) sexto decil; 


n) septuagésimo quarto percentil. 


Distribuição amostral dos 
estimadores 


| 
| 
a 
, a, 
> | 
R 
bd 
d 
“ 
= a Ma * 
E 
. 4 
À 
“ +. 
mm E 
E 
e | 
sa a 
= ] 
e” a E] 


Estudaremos neste capítulo como se distribuem por amostragem dois estimadores: 
o estimador X da média yu e o estimador da proporção populacional p. 
Lembrando o esquema geral: 


População O Parâmetros: 6 
Amostras ee Estimadores: Ô 


9.1 Distribuição amostral da média 
De uma população X, tiramos uma amostra de tamanho n constituída pelos elemen- 
TOS Xi 5 mis Xi 


O estimador da média | populacional na amostra é: 


Para exemplificar, vamos considerar uma população finita X: 1,2,3,4,5,N=5. 
N ; 
E | I5 
Elv)=u,= > x.p(x,) co E(x)=4,= aU +2+3+4+5) pe 


=| 


u.=E()=3 


VAR()=0; => (x—u,)-p(x) 


iz 
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9: = VAR(1) = 2 


Vamos retirar dessa população de tamanho N = 5 todas as amostras com reposição 
de tamanho n = 2. Podemos retirar N” = 5º = 25 amostras. Calcularemos as médias de 


cada amostra. 
Amostras X; 


eres 


Io | 25 | 35 


Como x varia de amostra para amostra, X é uma variável aleatória, discreta no 
caso. Determinaremos a distribuição da variável X e calcularemos E(Xx ) e VAR(X ). 


Logo, E(x)=u; => P(x)=3 
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Como E(x”)= Ve . temos E(x”)=10. 


f=1 
Sendo VAR(X)= E(x)-fE(X)V, então 
VAR(X)=10-3" =1. 


Logo: o:=VAR(x)=1 


Concluímos, portanto: 


Proposição 1 


A média das médias amostrais, ou KH(x), é igual à média | populacional, ou E(X) = Lt. 


Vejamos: 


Temos que Em="Semy=" Su =— my =4 
i=| 


Elx )=u 


Quando E(0) = 0, o estimador Ô é não viciado, não viesado ou não tendencioso. 
Logo, x é um estimador não tendencioso de q. 


Como VAR(Y) = 2,n=2 e VAR (x) = 1, concluímos que VAR(X)= 


VAR(X) 
dai a n 
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Proposição 2 


A variância da média amostral é igual à variância populacional dividida pelo tamanho 
da amostra, ou 


VAR(R)= 02 = 
De fato: 
= ] E) ] 
VAR(x) = VAR — 3x, = VAR( +. tax, )= 
ires n 
VAR bj S varão) o” a 
Es 4, gas E js it 
no FE nº mr no n 
o” 
oi =VAR(X)=— 
n 
Graficamente: 
P(o) 
5/05 id | 
4/25 - -- 
PRE pes aaa Tec quere pese as 3/25 poi ea | 
| | 2/25 Jpeiedemieiededtnti 
| | 1/25 += 
DV E KA x | iS2assass4ãas 


Portanto, se X: N(u. 0º) e se dessa população retirarmos amostras de tamanho 
n, então 


Isto é: a distribuição da variável x por amostragem casual simples será sempre normal 
com a mesma média da população X e variância n vezes menor. Isso significa que, quanto 
maior o tamanho da amostra, menor sera a variância de x, ou o estimador será mais 
preciso à medida que o tamanho da amostra aumentar. 
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Observamos, pois. que: 


f(X)=——= e como o. =4|— EA 
à O-N2 é n Jn 


vn end 


Concluímos que O RE e 
| 2x * O 


Não demonstraremos que, se X é normal, x também é normal. 
Se a população não é normal, qual a distribuição amostral de x ? 


Se a população X não é normal, a variável x não será “exatamente” normal, mas 


= = = F =p Hs F = = La E 
sim aproximadamente normal, isto é, a variável Z=-—— terá como distribuição 
o 


Ed 
limite a distribuição N(0, 1), fato que resulta do teorema do limite central. 
Concluindo, se X é uma população não normal com parâmetros u e O”, e se retirar- 


as sp [O 
mos dela uma amostra de tamanho n, suficientemente grande, então X=N| u,—|. 


Há uma observação importante a ser feita: se a população for finita e de tamanho N 
conhecido, e se a amostra de tamanho n dela retirada for sem reposição, então: 


| re pu E a RE 
EXEM LO 
à 7 mn 
x | E, Bo 
Ho RE rue Ret || | 


Temos uma população de 5.000 alunos de uma faculdade. Sabemos que a altura 
média dos alunos é de 175 cm e o desvio padrão, 5 cm. Retiramos uma amostra sem 
reposição, de tamanho n = 100, 
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u=175 cm 
AX: NM(175, 25 em) 
o =5cm 


Então, 4, = E(X)=175 


N-n 5 [5000-100 | 
e o, ="+| => JET =0,495024 1 
“o JnVN-1 10Y 5.000-1 


Logo, a média das médias amostrais é 175 cm e o desvio padrão da média amos- 
tral é 0,5 em. 


Observação 1 


O número de amostras sem reposição é [o | , no caso presente E) 
n 


100 


Observação 2 


Calculando sem o fator de correção, temos: 


o is ortanto: 
F Ra 10 3 P 2 


Quando tiramos uma amostra grande de uma população de tamanho muito maior 
que o da amostra (pelo menos o dobro). é indiferente usar o fator de correção para 
populações finitas, para se calcular o;, porque o erro é muito pequeno, como mos- 


tram lezZ. E 


Exemplos de aplicação 

|. Seja X: N(80, 26). Dessa população retiramos uma amostra de n = 25. Calcular: 
a) Px > 83): 
b) P(Xx < 82); 


c) P(x -20,<usS x + 20;). 


Resolução: 
p= 6 E | E 
Como X: N(80, 26 > x:N|80, — 
omo ( ) ! = 26 =5.10 25 
o" 5,10 Tn sn 
UH; =80 e O. = E pq =. 02: as dá E 
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a) P(x >83)=P(Z2>2,94)= 0,5 —- 0,498359= 0,001641 


80 83. & 
83-80, 94 
1,02 


b) P(X <82)=P(z< 1,96)=0,5+0,475002= 0,975002 


ne | 


o) Fix-lo<u=r+2o)=P(u-29. E u+20)= 
P(80-2:1,02<x=80+2:1,09)=P(77,96<x=82,09)=P(-2<7<2)= 
= 2:0,477250= 0,954500 


71,96 80 82,84 x 


“. Temos 95,45% de confiança de que, se retirarmos dessa população normal uma 
amostra de 25 elementos, a média da amostra estará no intervalo (77,96; 82,04) ou, 
então, se selecionarmos 100 amostras de tamanho 25, em 95 delas o valor da média 
pertencerá ao intervalo e em 5 delas a média não pertencerá ao intervalo. 


2. Seja X: M(100; 85). Retiramos uma amostra de tamanho n = 20. Determinar: 
a) P(95<x <105); 
b) Px -Z o<u<x +Z:0;)= 0,95. 


Resolução: 


=100 E 
Se X: M(100, 85) ê se —s :N(100 E) 
O = 
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o” 85 
u,=100 e o=q—= 20 — 425 =2,06 
H 


a) P(95<x<105)=P(-2,43<x <243)=2X 0,492451 = 0.984902 


| 


95 100 105 


“. a probabilidade de x pertencer ao intervalo (95, 105) é de 98,4%, e a de não 
pertencer a esse intervalo, que seria o risco de se retirar um valor de X <95 ou 
x > 105, é de 1,6%. 

b) A probabilidade, neste caso, já está dada. Precisamos determinar o valor de Z, 
tal que 0,95 seja a probabilidade de que a média |t esteja entre os dois limites 
x +tZ,.=0, e 0,05 seja a probabilidade de que a média esteja fora desses limites. 


P(Xx -Zu o<u<x +Z o)= 0,95 


Pela tabela, 
La = Los = 1,96. 
“+ P(x — 1,96: 2,06 < 100 < x + 1,96 - 2,06) = 0,95 
Para ficar claro: x — 1,96: 2,06 < 100 > x < 104,04 
100< x +1,96-2,06 .«. 95,96<x <104,04 
P(95,96 < x < 104,04) = 0,95 


“. a probabilidade de que x E ao intervalo acima é de 95%, o que significa que 
temos uma confiança de 95% de que, retirada uma amostra de n = 20, a média 
dela estará entre 95,96 e 104,04, ou então há um risco de 5% de que esta média 
seja < 95,96 ou > 104,04. 
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Dimensionamento de uma amostra 


Muitas vezes, é importante sabermos qual deverá ser o tamanho de uma amostra 
para que a probabilidade de que determinado parâmetro ou estimador esteja dentro dos 
limites seja um valor dado, ou então, queremos delimitar o erro de amostragem dentro 
de um risco determinado. 


Veremos um exemplo: seja X: N(1.200, 840). Qual deverá ser o tamanho de uma 
amostra, de tal forma que P(1.196< x < 1.204) = 0,90? 


[u = 1.200 
Se X: M(1.200, 840) 3 , - 4, =1.200 e 
lo? =840 ? 
ut - (E 
E o 
o h 
1.196 1.200 1.204 % a get é 
O; 
Zu = Louis e 1,64 
1.196—1.200 1.204-1.200 
— 1,64 = “28 ou ago 


Jn Jn 
E indiferente escolher entre uma das duas: 


1.64 - 28.98 
O 


Yn=11,88>n=141,13 n=l4] 


Concluímos que, se retirarmos uma amostra de 141 elementos da população X, te- 
remos 95% de confiança de que x estará no intervalo (1.196, 1.216) e P(x < 1.196) = 
0.025 ou P(x > 1.216) = 0,025, o que significa que o risco que corremos de que o valor 
da média caia fora do intervalo anterior é de 5%. 
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Gráficos de controle 


Os gráficos de controle são representações que permitem um controle estatístico 
sobre processos de produção. De modo bem simples e resumido, apresentamos o grá- 
fico da média. 


Em uma linha de produção, tomamos diariamente amostras de n itens e calculamos 
x e o; Mesmo que as medidas desses itens não tenham distribuição normal, x. como 
já vimos, terão distribuição aproximadamente normal. 

O gráfico de controle da média x da amostra de tamanho n é feito marcando-se, 


nas ordenadas, os valores x e, nas abscissas, o número de ordem das amostras ou das 
datas que foram retiradas. 


Aos limites de confiança corresponderão retas horizontais, com os significados: 
u + 3,0 0;: limite superior (LS) 

&: linha média (LM) 
u-—3,00;: limite inferior (LI) 


Y% 
u +30; LS 
H LM 
905 E 


Amostras 


Quando o processo está sob controle, 99,7% dos pontos deverão estar na zona gra- 
fada, havendo uma pequena probabilidade de aproximadamente 0,3% se encontrarem 
fora da zona de controle. 

Logo, a existência de pontos na zona externa mostra uma ausência de controle, 
exigindo ação corretiva. 


9.2 Distribuição amostral das proporções 
Veremos a distribuição amostral da proporção p de sucessos, caracteristica que se 
estuda na população. 
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Seja p conhecida. A população pode ser definida como uma variável X tal que 


E =| se o elemento da população tem a característica 


X =0 se o elemento da população não tem a característica 


eP(x=9)=p,PMXA=0)=g,ptqg=1 
u=E(X)=p 


Sabemos que | j ae 
o =VAR(A)=pg=pl-—gq) 


Retiramos uma grande amostra, n > co, xs, X», ... X, dessa população, com reposi- 
ção, e definimos x como o número de sucessos na amostra, isto é, o número de elemen- 
tos da amostra com a característica que se quer estudar. 


a 
O estimador de p é definido por Pp = E: proporção de sucessos na amostra. 
X. B(n,p) e HX)-=np 


VARÇO = npqg 
Calculando esperança e variância de À, temos: 


ch 1d Es 
e(p)=E(E)=Le(y)=L.np=p -  Elb)=p 
H H R 
ou 
H=P 


O que garante que, para grandes amostras, a proporção amostral se distribui com média 
igual à proporção populacional. 


Vejamos agora: 
: x 1 | 
VAR(p)=VAR|> |=>- VAR(X) = npqg 
H 8 Ho 
ou 


VAR(p) = EL ou a, =| 
H H 


Logo, a variância da proporção amostral é a variância da população dividida pelo 
número de elementos da amostra. 


Quando n > co B=N Pp. pa] p é aproximadamente normal. 
n 


ET: será assintaticamente M(0, 1), istoé, Z=2>L2 = N (0,1) 
o; Pi 
n 
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Quando p é desconhecida e a amostra com reposição é grande, determinamos 


Po"ã 
o. = (£o do 
pb 

n 


Para alguns autores e estatísticos, uma amostra é suficientemente grande quando 
np2sSengãó. 


a e 
Po, =— , estimativa de p. 
R 


Exercicios resolvidos 


|. Em uma população, a proporção de pessoas favoráveis a uma determinada lei é de 
40%. Retiramos uma amostra de 300 pessoas dessa população. Determinar: 


P(p-Z o, <P<p+2Z,;0,)=0,95. 


Resolução: 
Como n=300 e p=0,4 


à = Zu 106 
: P(0,4-1,96-0,0283<P<0,4+ 1,91 - 0,0283) = 0,95 
P(0,4 — 0,0555 < Pp < 0,4 + 0,0555) = 0,95 
P(0,3445 < Pp <0,4555) = 0,95 


P(34,45% < P<45,55%)= 0,95 


2. Deseja-se saber qual a proporção de pessoas da população portadoras de 
determinada doença. Retira-se uma amostra de 400 pessoas, obtendo-se 8 portadores 
da doença. Definir limites de confiabilidade de 99% para a proporção populacional. 


Resolução: 
x 8 
m=-=—— =(0,02 Do = 0.02 
Pa 400 pas 


ão = 0,98 
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D.*Q 0,02 -0,98 
as = RA o; =0,007 
o lo mM 400 f 


Como Z, = Za; = 2,57, temos: 
P(Do—- Lu, Sp <SpPo + Za 0p)= 0,99 
P(0,02—2,57-0,007< p<0,02-2,57-0,007)=0,99 
P(0,02-0,018< p<0,02+0,018)= 0,99 
P(0,002 < p < 0,038) = 0,99 
P(0,2%<p<3,8%)= 0,99 


Podemos garantir com uma confiabilidade de 99% que a proporção de pessoas por- 
tadoras da doença na população varia de no mínimo 0,20% e no máximo 3,8%. 


Algumas distribuições amostrais de estatísticas Importantes serão vistas nos pró- 
ximos capítulos, à medida que forem necessárias, como por exemplo a 1 de Student, a 
Qui-Quadrado e a F de Fisher-Snedecor. 


Exercícios propostos Respostas 


|. Seja X: N(900, 642). Retiramos uma amostra de tamanho 30. Determinar: 
a) P(x< 894); 
b) (896 <x< 903); 
c) P(X-30<Uu<X +30). 
2. Seja X: M(1.200, 1.444). Retiramos uma amostra de tamanho 15. Determinar: 
a) P(Il.194 <% < 1.206); 
b) Px -Zo<u<x + Zu 0%) = 0,90. 
3. Qual deverá ser o tamanho de uma amostra a ser retirada de uma população 
X: N(200, 350) para que P(jx — u| < 5) = 0,95. 


4. Deseja-se saber qual o número de eleitores de determinada região que votarão no can- 
didato 4, de forma que a probabilidade do erro de estimação seja no máximo 3%, com 
95% de confiança. Para estudar o problema, retira-se uma amostra de 500 eleitores 
dessa região, obtendo-se 120 eleitores que votam em A. 

Obs.:e=p-p 

5. Uma fábrica de peças específica em suas embalagens que a proporção de defeitos é 
de 4%. Um cliente dessa fábrica inspeciona uma amostra de 200 peças e constata que 
12 são defeituosas. Baseado nesses dados, em quantas amostras o cliente encontraria 
uma proporção de defeitos maior que o especificado pelo fabricante? 


CAPÍTULO 


Estimação 


10.1 Inferência estatistica 


Usualmente, é impraticável observar toda uma população, seja pelo custo caríssi- 
mo. seja por dificuldades diversas. Examina-se, então, uma amostra. Se essa amostra 
for bastante representativa, os resultados obtidos poderão ser generalizados para toda a 
população. 

O pesquisador poderá levantar hipóteses das possibilidades das generalizações dos 
resultados aos experimentos semelhantes. Deverá testar essas hipóteses, que poderão 
ser rejeitadas. 

Um experimento pode ter por finalidade a determinação da estimativa de um pará- 
metro de uma função. 

Toda conclusão tirada por uma amostragem, quando generalizada para a população, 
virá acompanhada de um grau de incerteza ou risco. 

Ao conjunto de técnicas e procedimentos que permitem dar ao pesquisador um grau 
de confiabilidade, de confiança, nas afirmações que faz para a população, baseadas nos 
resultados das amostras, damos o nome de inferência estatística. 


O problema fundamental da inferência estatística, portanto, é medir o grau de in- 
certeza ou risco dessas generalizações. Os instrumentos da inferência estatística permi- 
tem a viabilidade das conclusões por meio de afirmações estatísticas. 


10.2 Estimação de parâmetros 


Um dos objetivos básicos da experimentação é a estimação de parâmetros. Estuda- 
-se uma população cuja distribuição é considerada conhecida por meio de sua função 
de densidade de probabilidade, f(X, 64. 65, ...... 8,). onde X é uma variável aleatória e 
0, i=1,2,... p são os parâmetros da distribuição. 
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EXEMPLO | 
| a o 
X: Mu, 0), onde f(x: u,0)= —== e ** * ": portanto a distribuição de X, que é 
ov2x 
normal, depende de 2 parâmetros, 4 e o”. 


Temos de avaliar um ou mais parâmetros da distribuição populacional, tomando 
por base uma amostra casual simples x, X>. .... X». O principal problema é procurar 
funções de observações que forneçam estimativas dos parâmetros. 


A distribuição dessas funções devem estar o mais concentradas possível em torno 
dos verdadeiros valores dos parâmetros de 6. Estas funções, como já vimos, são es- 
timadores: deco valor numérico deles, calculados usando as observações Xj, X», ..., Xy 
são as estimativas dos parâmetros: Ô,. 


Logo: 
IE 
X = — 5x, é um estimador deu e X =X, é uma estimativa. 
a i=] 
| — 3 
sº = = (x,—X) é um estimador de O?, e s? = s3 é uma estimativa calculada 
na amostra. | 


Vimos no capítulo anterior a distribuição por amostragem de dois estimadores: a 
média amostral e a proporção amostral. 


Lembrando: 


e ia a o : : 
Se X: Mu, o) então, x:N|u,— |: ese pé a proporção comu = pec = pq, 
n 


a Ú 
então p:N pe 
H 


10.3 Tipos de estimação 


Há dois tipos fundamentais de estimação: por ponto e por intervalo. 


Estimação por ponto 

Na estimação por ponto, a partir das observações, calcula-se uma estimativa, usan- 
do o estimador ou “estatística”. 

A distribuição por amostragem dos estimadores torna possivel o estudo das qualidades 
de um estimador. 
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Qualidades de um bom estimador 


Quanto maior o grau de concentração da distribuição amostral do estimador em 
torno do verdadeiro valor do parâmetro populacional, tanto melhor será o estimador. 


As principais qualidades de um estimador são: 
a) consistência; 

b) ausência de vício; 

c) eficiência; 

d) suficiência. 


a) Consistência 


DEFINIÇÃO 


Um estimador Ô é consistente para estimar 6, se lim (P ô-0|> e)=0. 
x é um estimador consistente para 4. Usando o teorema de Chebychev: 
“Se X é uma variável aleatória com E(X) = u e VAR(x) = 0”, então 


> 


P(jx— ul>e)<— 


. para todo & > 0”, temos: 


VAR(X) o” 


% 
E E HE. 


P(lx— ul>e)=< 


a: 
Quando n > 0, lim— =0, 
nao ng” 


Logo, a distribuição de X se concentra em torno de 4 quando a amostra é sufi- 
cientemente grande. 


b) Ausência de vício ou justeza 


DEFINIÇÃO 


am 


Um estimador O é não viciado, não tendencioso, não viesado ou justo se 


E(Ô) = 6. 


Se lim E (9) =, diremos que o estimador é assintoticamente não tendencioso. 


fi=200 


EXEMPLO | 


X: Mu, 0”). Já vimos que X é um estimador não viciado de u, pois E(X)=u. 
lx 2 
Me = E): é um estimador não viciado de o”. 


i=] 


+ 
Veremos que s” = 
n—1 
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| | ' : E, lo ] | n ; al | [é - e 
ai E! 3x —2x n+nX | E (S» — nX Sta |-26m) | 


Como Sets) d+ E(x) +... + E(o)=E(X?), 


como VAR(X)= E(X )— LE( x)F ou 
o =E(x)— wu 


E(x)=0º + 2 


Da mesma forma, chegariamos a 


Reescrevendo 1, temos: 


E (s”) — — nz (x )- nE (x : y substituindo 2 e 3 nessa fórmula, temos: 


| 


Eis )= Lfnlo sv) [Es é Edno" susê 0º -meê)- 
=——(noº -o?) E E(sº)=—(o" (n-1)) Ea E(s)=oº 


O que demonstra que s” é um estimador não viciado de o”. 
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I Hi | A 
o E] * a — 4 r 
Como CEXCTCICIO, deixamos para O leitor demonstrar que. s =— —3 (a = x) ec um 


“d=l 
estimador viciado de o”, mas assintoticamente não viciado da variância populacional. 


c) Eficiência 
Dados dois estimadores, 8, e 0,, definimos eficiência de um parâmetro com relação 


VAR (ô,) 

a outro, para um mesmo tamanho de amostra, como É, =———5T - 
VAR (ô,) 

Um estimador é mais eficiente que outro se sua variância for menor que a do outro. 

Se 0, é menos eficiente que 6), então E,< 1. 

Caso Ô, seja mais eficiente que 6», então E,> 1. 

Uma medida absoluta da eficiência pode ser feita usando-se o estimador mais efi- 


ciente do parámetro em estudo. Esse estimador terá eficiência 1% ou 100%. Podemos 
denominar simplesmente eficiente. 


d) Suficiência 


DEFINIÇÃO 


Um estimador Ô de O é suficiente se contém o máximo possível de informações 
com relação ao parâmetro por ele estimado, em forma bem simples de dizer. O esti- 
mador Ô de 0 é suficiente se. para qualquer outro estimador Ô,, a distribuição de Ô, for 
independente de 0. 


l 
Podemos dizer: quantidade de informação = VAR (0) 


Há critérios para a escolha de estimadores. Citamos, apenas para constar: o método 
de máxima verossimilhança, dos momentos e de Bayes. Esses métodos permitem a 
escolha de estimadores mais adequados. 


Estimação por intervalo 

A estimação por pontos de um parâmetro não possui uma medida do possível erro 
cometido na estimação. 

Uma maneira de expressar a precisão da estimação é estabelecer limites, que com 
certa probabilidade incluam o verdadeiro valor do parâmetro da população. 

Esses limites são chamados limites de confiança: determinam um intervalo de con- 
fiança, no qual devera estar o verdadeiro valor do parâmetro. 

Logo, a estimação por intervalo consiste na fixação de dois valores. tais que (| — a) 
seja a probabilidade de que o intervalo, por eles determinado, contenha o verdadeiro 
valor do parâmetro. 
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a: nível de incerteza ou grau de desconfiança. 


l-a: coeficiente de confiança ou nível de confiabilidade. 


Portanto, a nos dá a medida da incerteza desta inferência (nível de significância). 


Logo, a partir de informação de amostra, devemos calcular os limites de um inter- 


valo, valores críticos, que em (1 — «)% dos casos inclua o valor do parâmetro a estimar 
e em 0% dos casos não inclua o valor do parâmetro. 


CAPÍTULO 


'º Intervalos de confiança para 
= médias e proporções 


” Cas ! 
, Nm 7 + 
At AM 
e My Ê 
a 
1 
«4 
«2 
Es É 
Mr po 
a 
| A 
) , 
Mu IJ 
" 
h 


11.1 |. Intervalos de confiança (IC) para a média yu de uma 
população normal com variância o” conhecida 


Consideramos uma população normal com média desconhecida que desejamos es- 
timar e com o” conhecida, X: N(?, 0”) 


Procedimento para a construção do IC: 
|. Retiramos uma amostra casual simples de n elementos. 


2. Calculamos a média da amostra X. 


o 
H E = * o 
3. Calculamos o desvio padrão da média amostral: 0, = =—.. 
n 


Jn 


4. Fixamos o nível de significância a, e com ele determinamos z., tal que 


P(lzj>2z)=a,ou seja: P(z > 2.) = E e P(z<-z,))= É Logo devemos ter: 


“+ Plzi<szj=1I-a. 


— fu VA EL 


Precisamos determinar a partir dessa fórmula o IC. 


p= Ma = 
> o z= P 
VE: U 


Como z= 
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A E OST US ia 


Pe-x-Z"0,“US-% tao) = 1=€ 


a Pix 20 <UuUSY tz o )- 1-0 


à 
que é a fórmula do IC para a média de populações normais com variâncias conhecidas. 


Os limites citados no capitulo anterior são: u, = X —-z.- O, €Mb=X tz: 0. 
Usando uma notação simplificada, teremos: 


(gu, (1 — 00%) = (ue, Ho) 


Selecionamos 100 amostras de mesmo tamanho n. Obtemos 100 estimativas de x. 
com as quais construímos 100 IC para u. 


Se a = 5%, podemos esperar que 95 dos IC contenham o verdadeiro valor deu e 5 
não contenham o valor de u. 


k 


u 


Amostras 
1 do o dA as 100 


Logo. em uma amostra qualquer, a probabilidade de que o IC determinado conte- 
nha o verdadeiro valor da média é de 95%, ou temos uma confiança de 95% de que o IC 
determinado contenha o verdadeiro valor de u. Portanto, corremos 5% de risco de que 
ele não contenha esse valor. 
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Exemplos 
|. De uma população normal X, com o” = 9, tiramos uma amostra de 25 observações, 
25 
obtendo po = 152. Determinar um IC de limites de 90% para pe. 


i=] 


le 
Resolução: a = 10% X=— ) x 
esolução 0 x 24 
152 

X =— x — 6,08 
“o 2 j 

2 

o 9 3 
O. =|— =] =T comi o. = 0,6 


5Yo 


—La LE Sa 


-. P(6,08- 1,64-0,6<u <6,08 + 1,64- 0,6) = 0,90 
P(6,08 — 0,984 <u < 6,08 + 0,984) = 0,90 


5,096 Mo 7064 x 
P(5,096 <u < 7,064) = 0,90 


ou IC (1, 90%) = (5,096; 7.064) 


Portanto, temos 90% de confiança de que o verdadeiro valor 4 populacional se en- 
contra entre 5,096 e 7,064: ou então corremos um risco de 10% de que o verdadeiro 
valor da média 4 populacional seja menor que 5,096 ou maior que 7,064. 
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De uma população de 1.000 elementos com distribuição aproximadamente normal 
com o” = 400, tira-se uma amostra de 25 elementos, obtendo-se x = 150. Fazer um 
IC para u, ao nível de 5%. 

Resolução: 


Como a população é aproximadamente normal, x tem distribuição normal. Usare- 


mos para 6. o fator de correção 


n : 
, para populações finitas e amostragem sem 
reposição. 


Dados: N = 1.000 o” = 400 n=25 x ='130 a=5% 


at. [Non 20 1000-25 «0. =3,95 
+ dn YN-1 5N1.000-1 


Za — Z475% — 1.96 


P(150 — 1,96: 3,95 << 150 + 1,96 + 3,95) = 0,95 


P(142,25 <u < 157,75) = 0,95 


ou IC(u, 95%) = (142,25: 157,75) 


. De uma população normal com o = 5, retiramos uma amostra de 50 elementos e 


obtemos x = 42. 


a) Fazer um IC para a média ao nível de 5%. 
b) Qualo erro de estimação ao nível de 5%? 


c) Para que o erro seja < 1, com probabilidade de acerto de 95%, qual deverá ser o 
tamanho da amostra? 


Resolução: 
a) Dados: n = 50 0=5 x =42 o = 5% 


da MSM | 96 o Ce 0,71 
P(42- 1,96: 0,7] <u <42 + 1.96: 0,71) = 0,95 
P(42 — 1,39<u <42+ 1,39)= 0,95 


P(40,61 <u < 43,39) = 0,95 
b) Como e=x-u e z=>"——, então z:0.=e 


E 


e=1,96-0,/]= 21.39 
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Cc) sele<1)=0,95-+n=º? 


Como desconhecemos n, O. = —= 
un 


Ses] 


fi um E 475 ne 1,96 sa Ê “ | E Prado e 


x 


[9d -C-<l -s qn 219065 = qr Os 


Jn 


n > 96.04 — n > 96 elementos 


Logo, se tomarmos uma amostra de no mínimo 96 elementos, teremos 95% de 
confiança de que o erro será de, no máximo, 1. 


11.2 Intervalos de confiança para grandes amostras 


Consideremos uma amostra grande quando n > 30. Precisamos construir IC para 
parâmetros de populações não normais, com distribuições binomiais, de Poisson, de 
frequências relativas, logo, de distribuições aproximadamente normais ou então de po- 
pulações normais com variâncias desconhecidas. Nessas condições podemos construir. 
aproximadamente, o IC para o parâmetro, seguindo o modelo de IC para média de po- 
pulações normais com variâncias conhecidas. 


Estimação de proporções ou intervalos de confiança para proporções 


Lembrando que quando p populacional é conhecida, 5 = É tem distribuição 


n 
pq) b— ai 
p=N 2 ou = i : N(O, 1) assintoticamente. 
H a 
P 
Para construirmos o IC para p desconhecida, determinamos p, na amostra e consi- 


A, 


P, j T 


deramos g. = 
í n 


"À 
0; 


mente à fórmula do IC para a proporção p populacional. 


[a 


Logo, ao nível a de significância, P(lz| <z)=1l-a «“. Sendo z= Po Ê 


0; 


Php 


a EA | =]—a e desenvolvendo como foi feito para a média, chegamos facil- 


PD, -z 0,Spsb;tz cp)j=I-a OU IC(p1U-0«)%)=[P,pD,] 
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Exemplos 


|. Retiramos de uma população uma amostra de 100 elementos e encontramos 20 suces- 
sos. Ao nível de 1%, construir um IC para a proporção real de sucessos na população. 


Dados: n = 100 x = 20, onde x = nº de sucessos na amostra o = 1% 
x 20 
=—"=—— R=02 e q,=05 
ÊP, n | 00 Ê É df, 
E Sid Us > 0,=0,04 
É 100 É 
Resolução: 


Ee Es 2 


0,5% / 99% 0,5% 


—Lo Za PA 


P(02-2,57-0,04<p<0,2+2,57-0,04)= 0,99 
P(0.2- 0,1028 <p < 0,2 + 0,1028) = 0,99 
P(0,0972 < p < 0,3028 ) = 0.99 

P(9,12% < p < 30,28) = 0.99 


ou 
IC(p, 99%) = [9.72%: 30,28%] 


Portanto, corremos um risco de 1% de que a verdadeira proporção populacional não 
pertença ao IC dado anteriormente, ou então nossa confiança de que p pertença ao IC 
determinado é de 99%. 


2. Para se estimar a porcentagem de alunos de um curso favoráveis à modificação do cur- 
rículo escolar, tomou-se uma amostra de 100 alunos, dos quais 80 foram favoráveis. 


a) Fazer um IC para a proporção de todos os alunos do curso favoráveis à modifi- 
cação ao nível de 4%. 
b) Qual valor do erro de estimação cometido em a? 
Dados: n = 100 x=nº de alunos favoráveis à modificação; x=80 a=4%. 
x 80 


p= = OR) Ev =000 
“a 100 O 


op = [fode = bo de nd 
n | 100 Í 
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Resolução: 
a) Zu =2Z8w= 2,05 


2% 96% N 2% 


Za E: 


P(0,8 - 2,05 - 0,04 <p < 0,80 + 2,05 - 0,04) = 0,96 
P(0,80 — 0.082 < p < 0,80 + 0,082) = 0,96 
P(0,7180 < p < 0,882) = 0,96 


P(71,80% < p < 88,240) = 0,96 
ou 
IC(p, 96%) = [71,8%; 88,2%] 


Temos uma confiança de 96% que de 71,86% a 88.2% dos alunos do curso serão 
favoráveis à modificação curricular. 


b) PER a E Si — É 


e=205:-0,04=0,082 .. le=82% 


O erro de estimação cometido em “a” é de 8,2%, para 96% de confiança e uma 
amostra de 100 alunos. 


Intervalos de confiança para a média de populações normais com 
variâncias desconhecidas 


Quando queremos estimar a média de uma população normal com variância desco- 
nhecida, consideramos dois procedimentos: 


* sen <30, então usa-se a distribuição t de Student, que veremos adiante; 
* sen > 30, então usa-se a distribuição normal com o estimador s” de o”. 


No momento nos interessa o segundo procedimento. 


Calculamos na amostra suficientemente grande, x e s” onde: 
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P(x-z, O. <UCKTZ, “o )j=1-a 
é a fórmula já conhecida para o IC para a média. 


Exemplos 

|. De uma população normal com parâmetros desconhecidos, tiramos uma amostra de 
tamanho 100, obtendo-se x = 112 es= 11. Fazer um IC para u ao nível de 10%. 
Dados: n = 100 x = 112 s=11 e = 10% 
Resolução: 


Como a amostra é grande, usamos: 


—da La Z 


om o 

Za TT Eas — 1,64 

P(112-1,64-1,l<u<ll2+1,64-1,1)= 0,90 
P(110,20<u < 113.80) = 0,90 


ou 


IC(u, 90%) = (110,20; 113,80) 
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De onde concluímos que, apesar de usar o desvio padrão da amostra, temos um grau 
de certeza de 90% de que o verdadeiro valor da média populacional está entre 110,20 
e 113,80. 


. A altura dos homens de uma cidade apresenta distribuição normal. Para estimar a al- 


tura média dessa população, levantou-se uma amostra de 150 indivíduos obtendo-se 
150 150 


piss = 25.800 cm > = 4.440.075 cm”. Ao nível de 2%, determinar um IC para 


=| i=] 


a altura média dos homens da cidade. 


1 25.800 
== S ne S x=172 cm 
n i=| 


150 


is > e Dr) = o [14007 — 


H 149 150 


(25.800) | 


s=16,61 .. s=407cm 


“. Dados: n= 150 (amostra grande) x =172ecm s=4,07 a= 2%. Usaremos 


o" ss 407, 


oc.=|— = 
i n «dn 150 


o. = 0,332 


£a — Zig — Pça 
Pla - 2932-0332 <= us IL ZIZ: 0,392) = 0,98 


P(171,22 <u < 172,17) = 0,98 
1% N 1% 


ou 
IC(u, 98%) = (1,7lm; 1,73m) 


Podemos afirmar com uma certeza de 98% que, apesar de os parâmetros popula- 
cionais serem desconhecidos, a altura média dos homens da cidade em questão é 
superior a 1,7lm e inferior a 1,73 m. 
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Exercícios resolvidos 


|. De uma população normal com o” = 16, levantou-se uma amostra, obtendo-se as obser- 
vações: 10, 5, 10, 7. Determinar ao nível de 13% um IC para a média da população. 


Resolução: 
Dados: n = 4 = 6 a = 13% 


] o" [16 
X= 4 (10+5+10+7)= x =8 = =(C=vã *: Ta o 
H 


Za = Zu = 1,51] 
P(8-1,51.2<u<8+1,51-2)=0,87 

P(8-3,02<u<8+3,02)= 0,87 

P(4.98 <u < 11,02) = 0,87 


ou 


IC(u, 87%) = (4.98: 11,02) 


2. Dada uma população normal com VAR(Ã) = 3, levantou-se uma amostra de 4 ele- 


4 
mentos, tal que 5 x. = 0,8. Construir um IC para a verdadeira média populacional u 


i=] 


ao nivel de 1%. 
Resolução: 


4 
Dados:n=4  0=3 5x=0,8 a=l% 
f=] 


Zu =205u= 2,57 

:. P(0,2-2,57 - 0,866 <u <0,2 + 2,57 - 0,866) = 0,99 
“. P(-2,0256 <u <2,4256) = 0,99 

OU 


IC (u, 99%) = (2,03; 2,43) 
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3. À experiência com trabalhadores de uma certa indústria indica que o tempo neces- 
sário para que um trabalhador, aleatoriamente selecionado, realize uma tarefa é dis- 
tribuído de maneira aproximadamente normal, com desvio padrão de 12 minutos. 
Uma amostra de 25 trabalhadores forneceu x = 140 min. Determinar os limites de 
confiança de 95% para a média u da população de todos os trabalhadores que fazem 
aquele determinado serviço. 


Resolução: 

Dados:n=25 o=1I2 x=140 a«=5% 
12 

O .="===2,4 


aa 5 
Zu = Za71su = 1,96 
P(140- 1,96 -24<u< 140+ 1,96-2,4)= 0,95 
P(135,296 <u < 144,704) = 0,95 

IC(u, 95%) = (135,3; 144,7) 


Concluímos que a duração média da tarefa para os operários da empresa varia de 
135,3 min. a 144,7 min., isso com uma confiança de 95%. 
O erro de estimação é: e = 1,96 -24= 47 min. 

4. Em uma linha de produção de certa peça mecânica, colheu-se uma amostra de 100 
itens, constatando-se que 4 peças eram defeituosas. Construir o IC para a proporção 
“pn” das peças defeituosas ao nível de 10%. 


Resolução: 
Dados: n = 100 x=nº de peças defeituosas na amostra x=4 a«a=10%j.. 


4 [0,04:0,96 
=—=004. 5 = E) — = 0,0196 
Po “100 ; MUS da 100 


Zu = Z,u = 1,64 

P(0,04 — 1,64 . 0.0196 < p < 0,04 + 1,64: 0.0196) = 0,90 
P(0,00786 < p < 0,07214) = 0,90 

P(0,79% < p < 7,214%) = 0,90 

ou 

IC(p, 90%) = [0,78%; 7,214%] 

5. Em uma pesquisa de opinião, entre 600 pessoas pesquisadas, 240 responderam “sim” 
a determinada pergunta. Estimar a porcentagem de pessoas com essa mesma opinião 
na população, dando um intervalo de 95% de confiabilidade. 

Resolução: 
Dados: n=600 x=nº de pessoas que responderam sim x=240 a=5Y% 
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Za = Zu = 1,96 

P(0,4- 1,96: 0,02 <p<0,4+ 1,96: 0,02) = 0,95 

P(0,3608 < p < 0,4392) = 0,95 

ou 

P(36,08% < p < 43,92%) = 0,95 

ou ainda 

IC (p, 95%) = [36,08% 43,92%] 

Em relação à população podemos afirmar que a proporção de pessoas que res- 


ponderiam “sim” varia de 36,08% (mínimo) a 43,92% (máximo), com 95% de 
confiabilidade. 


. Uma votação realizada entre 400 eleitores, escolhidos ao acaso entre todos aqueles 


de um determinado distrito, indicou que 55% deles são a favor do candidato 4. De- 
terminar os limites de confiança de 99% para a proporção de todos os eleitores do 
distrito favoráveis ao candidato A. 

Resolução: 


Dados: n=400 p,-0,55 “. q 0,45 a=1% 


0,55:0,45 
0, =| 2º =0,0249 
400 


Zu = Z4954 = 2,57 
P(0,55 —- 2,57. 0.249< p< 0,55 + 2,57 - 0,0249) = 0.99 
P(0,55 — 0,064 < p< 0,55 + 0,064 ) = 0,99 
P(48.6 A < p< 61,4%) = 0,99 ou IC (p, 99%) = [48,6%, 61,4%| 
Se o número de eleitores desse distrito fosse de 230.000 pessoas, qual seria a votação 
esperada pelo candidato 4º? 
48,58% de 230.000 = 111.734 votos 
61,42% de 230.000 =141.266 votos 


O candidato 4 poderia esperar de um mínimo de 111.734 votos a um máximo de 
141.266 votos, isso com 99% de confiabilidade. 


. Uma amostra aleatória de 80 notas de matemática de uma população com distribui- 


ção normal de 5.000 notas apresenta média de 5,5 e desvio padrão de 1,25. 

a) Quais os limites de confiança de 95% para a média das 5.000 notas? 

b) Com que grau de confiança diríamos que a média das notas é maior que 5,0 e 
menor que 6,02 


Dados: N= 5.000 n=80 Xx=5,5 s=1,25 
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Como a população é normal, finita e a amostra é suficientemente grande, temos: 


s |N-n 1,25 [5.000-80 


oe =|— => >0.=0,1386 
“o dnYN-I V80Y5.000-1 * 


Resolução: 
a) Zu =Zasu= 1,96 
+ P(5,5— 1,96 - 0,1386 <u <5,5 + 1,96 - 0,1386) = 0,95% 
a POL = us Ly 095 


P(5.23 <u <5,77)= 0,95 
OL 
IC(u, 95%) = (5.23; 5.77) 


Podemos afirmar que a verdadeira média populacional estará entre 5,23 e 
5,77 com 95% de confiança ou certeza: 


A média das 5.000 notas terá 1 entre 5,23 e 5,77, com 95% de confiança ou 
certeza. 
b) P(50<u<60)-1-a 


"+ sendo X =5,5€e 0, =0,1386, 


e sendo os limites u, = X —z.: O, temos que 
=X + O; 

30=55-2%º0,1386 E. — 5,01 

6,0=55+2;:0,1386 Zi 540] 


pela tabela da normal padronizada, 

P(O <z.<3,61)= 0,499841. 

Logo, 

(1-c)=2-0,49984] 

(1 — c)% = 99,97%. 

Logo, o grau de confiabilidade que 5,0 <u < 6,0 é de 99,97%. 


Exercícios propostos Respostas 


1. De uma população normal X com variância 121, retiramos uma amostra de 25 ob- 


servações, obtendo x = 45. Ao nível de 2%, fazer um IC para a verdadeira média da 
população X. 


Ea 


Respostas 


Levanta-se uma amostra de 10 observações de uma população normal com variância 
LO 


160, obtendo-se pro = 2.300. Determinar os IC para a média 4 aos níveis de 20% 


i= 


e 10%. 


. Uma loja tem os valores de suas vendas diárias distribuídos normalmente com des- 


vio padrão de R$ 530,00. O gerente da loja, quando inquerido pelo dono, afirmou 
vender em média R$ 34.720,00. Posteriormente levantou-se uma amostra das vendas 
de determinado dia, obtendo-se os valores em reais (R$): 


33.840,00; 32.960,00; 41.811,00; 35.080,00; 35.060,00; 
32.947,00; 32.120,00; 32.740,00; 33.580,00 e 33.002,00. 

a) Construir um IC para a venda média diária ao nível de 5%. 

b) Construir um IC para a venda média diária ao nível de 1%. 

c) Em qual dos dois níveis de significância podemos afirmar que o gerente se baseia 
para responder à indagação? 


. Um fabricante sabe que a vida útil das lâmpadas que fabrica tem distribuição aproxi- 


madamente normal com desvio padrão de 200 horas. Para estimar a vida média das 
lâmpadas, tomou uma amostra de 400 delas. obtendo vida média de 1.000 horas. 


a) Construir um IC para & ao nível de 1%. 
b) Qualo valor do erro de estimação cometido em “a”? 


c) Qual o tamanho da amostra necessária para se obter um erro de 5 horas, com 
99% de probabilidade de acerto? 


. Que tamanho de amostra seria necessário retirar de uma população normal X com 


o = 12,a fim de estimar a duração média de uma tarefa em minutos, com um erro de, 
no máximo, 2 min. e com probabilidade de 95% de estar correto? 


A ingestão de um medicamento adormece o paciente. O tempo decorrido entre a in- 
gestão do medicamento e o adormecimento em minutos é distribuído normalmente 
com o = 10 min. Uma amostra de 25 pacientes submetidos ao tratamento com o 


25 

remédio é formada. Observou-se que par =].375min. Construir em IC para 4. 
[=| 

com limites u, e tuo (4 <>). de forma que seja observada a seguinte especificação: à 

desconfiança que 4 seja menor que 4, atribuiremos o nível de 5%, enquanto à descon- 

fiança que u > 1, atribuiremos o nível de 10%. Obs.: IC com limites assimétricos. 


. Querendo estimar a proporção de defeitos de uma certa produção, examinou-se uma 


amostra de 100 itens, encontrando-se 30 defeituosos. Determinar o IC para a propor- 
ção p da população ao nível de 5%. 


. Uma organização universitária deseja estimar a porcentagem de estudantes que são 


favoráveis a uma nova constituição do corpo discente. Ela seleciona uma amostra 
de 200 estudantes, aleatoriamente, e constata que 120 são favoráveis a esta nova 
constituição. 
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a) Fazer um IC para p, a verdadeira porcentagem com estudantes favoráveis. na 
população ao nível de 2%. 


b) Qual erro de estimação contido em “a”? 


c) Qual deverá ser o tamanho da amostra para se ter um erro de no máximo 5%, 
com probabilidade de 98% de estar certo? 


9. Querendo estimar a proporção de defeitos de uma linha de produção de uma peça, 
examinou-se uma amostra de 100 peças, encontrando-se 30 defeituosas. Sabe-se que 
o estimador p, para esse tamanho de amostra tem desvio padrão de 3%. Encontrar os 
limites de confiança de 95% para p e o respectivo erro de estimação. 


10.Uma amostra de 10.000 itens de uma produção foi inspecionada e o número de 


defeitos por peça foi registrado na tabela abaixo: 


R | Número de defeitos | | 


Frequência absoluta | 6.000 | 3.200 
a) Chamando de p a proporção de itens defeituosos nessa produção, determinar os 
limites de confiança de 98% de p. 


| 


b) Qual o erro de estimação cometido em a? 
|1.Querendo se estimar a média de uma população X com distribuição normal, levan- 
tou-se uma amostra de 100 observações, obtendo-se X = 30 e s = 4. Ao nível de 
90%, determinar o limite de confiança para a verdadeira média da população. 
12.Um pesquisador deseja estabelecer o peso médio dos jovens entre 14 e 20 anos. Ape- 
sar de desconhecer a média e o desvio padrão populacional, sabe por literatura da 
área que a distribuição dos pesos é aproximadamente normal. Retira-se uma amostra 
casual simples de 60 jovens obtendo peso médio de 67 kg e desvio padrão de 9 kg. 
a) Ao nível de 5% de significância, estabelecer um IC para o peso médio 
populacional. 
b) Qualo tamanho da amostra que o pesquisador deveria tomar para ter uma proba- 
bilidade de 95% de certeza de cometer um erro de, no máximo, 1,5 kg? 


CAPÍTULO 


* Testes de hipóteses para 
' médias e proporções 


12.1 Introdução 


Suponhamos que uma certa distribuição dependa de um parâmetro 6 e que não se 
conheça 8 ou, então, haja razões para acreditar que o 6 variou, seja pelo passar do tempo 
ou, então, pela introdução de novas técnicas na produção, por exemplo. 


A inferência estatística fornece um processo de análise denominado teste de hipó- 
teses, que permite se decidir por um valor do parâmetro € ou por sua modificação com 
um grau de risco conhecido. 


Formulamos duas hipóteses básicas: 

H,: hipótese nula ou da existência. 

H,: hipótese alternativa. 

Testamos hipóteses para tomarmos uma decisão entre duas alternativas. Por essa 
razão, o teste de hipótese é um processo de decisão estatística. 

Vejamos alguns exemplos de hipóteses: 

* os chips da marca À têm vida média u = us; 

* o nível de inteligência de uma população de universitários é u = Ho; 


* O equipamento 4 produz peças com variabilidade menor que a do equipamento 
EB Oro: 


* o aço produzido pelo processo 4 é mais duro que o aço produzido pelo processo 


B: Hs > Un. 


Podemos, pois, apresentar as hipóteses genéricas que englobam a maioria dos casos: 


Para testes bilaterais. 


H,:0 =0, 
= H:0>0, 
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H,:0 =0, NR dp 
2. Para testes unilaterais à direita. 
H,:0 >0, 
H,:60 =0 A 
e Ps º Para testes unilaterais à esquerda. 
Hb <b, 
4. 90 =D, Para testes aplicados a valores do parâmetro obtidos após a deci- 
6 =0, são tomada em um dos três testes anteriores. 


O procedimento padrão para a realização de um teste de hipóteses é o que se segue: 


* definem-se as hipóteses do teste: nula e alternativa; 
* fixa-se um nível de significância a; 


* levanta-se uma amostra de tamanho n e calcula-se uma estimativa 6, do parâ- 
metro 6: 

* usa-se para cada tipo de teste uma variável cuja distribuição amostral do esti- 
mador do parâmetro seja a mais concentrada em torno do verdadeiro valor do 
parâmetro; 


* calcula-se com o valor do parâmetro 6,, dado por Fl, o valor crítico, valor obser- 
vado na amostra ou valor calculado (V.): 


* fixam-se duas regiões: uma de não rejeição de H, (RNR) e uma de rejeição de H, 
ou crítica (RC) para o valor calculado, ao nível de risco dado; 

* seo valor observado (V..) E região de não rejeição, a decisão é a de não rejeitar 
Fla; 

* se V.. € região crítica, a decisão é a de rejeitar H. 


Devemos observar que quando se fixa «, determinamos para os testes bilaterais, por 
exemplo, valores críticos (tabelados), K.. tais que: 


P(IF a > V)J=a — RC 


12.2 Testes de hipóteses para a média de populações 
normais com variâncias (07) conhecidas 


Faremos a explicação do teste usando os passos definidos no procedimento, por 
meio de um exemplo. 
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Testes bilaterais 


De uma população normal com variância 36, toma-se uma amostra casual de tama- 
nho 16. obtendo-se x = 43. Ao nível de 10%, testar as hipóteses: 


Hu =45 
Hu *4S 


As hipóteses já estão definidas. O nível a de significância é de 10% +. a = 10%. 

A amostra é de tamanho 16, n = 16, e a estimativa de média já foi calculada, isto 
é, x=45. 

Como o teste é para média de populações normais com variâncias conhecidas, usa- 
remos a variável Z: N(0. 1) como critério. 

o = 36 x =43 n=16 


essa x e É go (0) Ó o 6 
o; “dn 6 4 0.=1,5 
*. sendo fts = 45, temos .-. 


1,5 


É 


es 1593 +. ERES Is 


Como o teste é bilateral e a = 10%, a região de não rejeição, RNR, é: 
P(iZi<Z)=1-a > P(|Z|<1,64)=0,90 
La = Em = 1,64. 

E a região de rejeição (RC) é dada por (|Z|2Ze)=a > P(|Z|2 1,64)= 0,10. 


Como Za =-1,33, 
temos que Zur € RNR 


Logo, a decisão é não rejeitarmos A, Isto é, a média é 45, com 10% de risco de não 
rejeitarmos uma hipótese falsa. 


Poderíamos fazer o teste de hipóteses usando IC, como se segue: 
RNR El EE La ; 0: <x< Hno Er VA E o)j=I-a 


ou P(X <X<X,)=I-a 
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RC>P(Xx<x ou XZ%,) 

x =45-1,64:1,5=42,54 

XxX =45+ 1,64-1,5=47,46 

RNR = (42,54; 47,46) 

RC = (—00; 42,54] U [47,46 ; +00) 
Comox = 45, xe RNR. 


Não se rejeita HH, também. 


Teste unilateral (monocaudal) à esquerda 


Uma fábrica anuncia que o índice de nicotina dos cigarros da marca X apresenta- 
se abaixo de 26 mg por cigarro. Um laboratório realiza 10 análises do índice obtendo: 
26, 24, 23, 22, 28, 25, 27, 26, 28, 24. 

Sabe-se que o índice de nicotina dos cigarros da marca X se distribui normalmente 
com variância 5,36 mg”. Pode-se aceitar a afirmação do fabricante, ao nível de 5%? 


Resolução: 
HF u=% 
o Mt crer 
Hu <26 
n=10 
l< 253 
X=— ) X=—D“.X=25,3 
d eca LO 
O: = di =40,9396 =0,73 
: 10 
cale cg e —(,959 Lciê == —(,959 
0,73 
La = Ly 1,64 RNR = (—] 164; +oo) 


RC = (05; —1,64] 


+. Lan E RNR 
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“1,64 | 
FA É 


Não se rejeita Fl, isto é, ao nível de 5%. podemos concluir que a afirmação do 
fabricante é falsa. 


Resolução por intervalos de confiança: 
RNR => P(Xx >um— Lao )=|-a 
RC > P(X <tumo Ze O)=A 


P(X >26- 1,64 - 0,73) = 0,95 
RNR > P(X > 24,803) = 0,95 


RC > P(Xx < 24,803) = 0,10. Como .-. x = 25,3, concluímos que x e RNR .. 
Não se rejeita Fl. 


Teste unilateral à direita 


EXEMPLO 


Um fabricante de lajotas de cerâmica introduz um novo material em sua fabrica- 
ção e acredita que aumentará a resistência média, que é de 206 kg. A resistência das 
lajotas tem distribuição normal com desvio padrão de 12 kg. Retira-se uma amostra 
de 30 lajotas, obtendo x = 210 kg. Ao nível de 10%, pode o fabricante aceitar que a 
resistência média de suas lajotas tenha aumentado? 


Resolução: 


Ho:u = 206 
Hu > 206 


«c=10% n=30 x=210 o,= 
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210— 206 | 
0, =2,19 Eus = 807 
cale 2,19 
Ee E FEAR — 1.28 
RNR NR 
90% pé 


10% 


z 


1,28 fes 


Como Zu > Z., rejeita-se Fh, isto é, ao nível de 10%, o fabricante pode concluir 
que a resistência média de suas lajotas aumentou. 

Outro método: 

RNR — P(x <umtL o )=|-a 

RC > P(X 2untZe o )=1|-a 

RNR > P(x <206- 1,28-2,19) = 0.90 

RNR > P(x <208.8) = 0,90 

RC > P(x 2208.8) = 0,10 


Como x =210.00€ RC, 
rejeita-se H a 10%. 


12.3 Testes de hipóteses para proporções 


Procedimento 
ar Ho: p=P 
|. Fixam-se as hipóteses 
H:p*poP>PoP<po 
2. Fixa-se o nível a. 


oe X 
3. Retira-se uma amostra de tamanho n e define-se x: nº de sucesso, calculando DP, S o 
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| É E 0º Lo 
4. Determina-se com p dados por Hh, O, = abit, 
n 


= 


Po” Pi 


U; 


5. Define-se como variável critério: Z = 


6. Definem-se as regiões RNR e RC da mesma forma anterior e, com o mesmo proce- 
dimento, rejeita-se ou não Ho. 


Sabe-se por experiência que 5% da produção de um determinado artigo é defei- 
tuosa. Um novo empregado é contratado. Ele produz 600 peças do artigo com 82 
defeituosas. Ao nível de 15%, verificar se o novo empregado produz peças com maior 
indice de defeitos que o existente. 


Resolução: 
fm n=600 x=82 
qr, 
82 
H:p>0,05 D =—— = 0,137 
PU. Po 600 
[0,05-0,95 
O; = “600 = Ô, 0089 
 0/137%=0,05 
cale! — 
0,0089 : Z= 9/75 


FA — L so ns 1.03 


Como Zi > Zu, Zox € RC, rejeita-se HH, isto é, com 15% de risco, podemos levan- 
tar sérias dúvidas quanto à habilidade do novo empregado na fabricação do artigo, 
sendo sua proporção de defeitos superior à dos demais. 


Outro processo: 


RNR > P (Do Ss poa o,)=I-«a 


RC 5P(bZPntZ, o)=a 
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RNR > P(P, <0,05 + 1,03 - 0,0089) = 0,85 
P(d, <0,0592) = 0,85 


RC > P(P,20,0592)=0,15 


RNR RC 
Bor 15% 


D,0592 1. P 


Po 
D,= 0,137 
PoE [0,0592; +oo) 
“e Dye RC 
Rejeita-se Fl. E 


Exercícios resolvidos 


|. Uma fábrica de automóveis anuncia que seus carros consomem, em média, 11 litros 
por 100 km, com desvio padrão de 0,8 litro. Uma revista decide testar essa afirma- 
ção e analisa 35 carros dessa marca, obtendo 11,4 litros por 100 km, como consumo 
médio. Admitindo que o consumo tenha distribuição normal, ao nível de 10%, o que 
a revista concluirá sobre o anúncio da fábrica? 


Resolução: 
Ku=0 x=11,4 0,8 
g,=-=>=0,133 
Hull n=35 Coln d35 
11,4-—11 
L calo = Aa o 3,008 
0,133 


Lo = La = 1 04 
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Como Z.x € RC, rejeita-se H, Isto é, ao nível de 10% a revista pode concluir que o 
anúncio não é verdadeiro. 

Outra solução: 
RNR > Plum Z 0, <X<UmntZ o )=1I-a 
P(11—- 1.64 .0.133< XxX <11+ 1,64. 0,133) = 0,90 
* P(10,782 < x < 11,218) = 0,90 
“. RNR = (10,782; 11,218) 
RC > P(Xx <10,7820u X 211,218)=0,1 
RC = (-co: 10,782] U [11,218; 00) 


RC 
5% 


RC 
5%, 


10,782 1 11,218 ur 


Como x = 11,4€ RC, rejeita-se H,. 


2. A altura dos adultos de uma certa cidade tem distribuição normal com média de 164 
cm e desvio padrão de 5.82 cm. Deseja-se saber se as condições sociais desfavorá- 
veis vigentes na parte pobre dessa cidade causam um retardamento no crescimento 
dessa população. Para 1sso, levantou-se uma amostra de 144 adultos dessa parte da 
cidade, obtendo-se a média de 162 cm. Pode esse resultado indicar que os adultos 
residentes na área são em média mais baixos que os demais habitantes da cidade ao 
nível de 5%? 


Resolução: 
Hu =164 
Hu <l64 


o 5,82 5,82. 


o.=-=" =>" =0,485 

Co dn 44 12 
162-164  —2 
bed, =—4,124 


all 0485 0.485 


Lu = Lu = 1,64 
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RC RNR 
5% 95% 
À -1,64 Z 
Leao 


Como Zu < Z., rejeita-se H, Isto é, podemos admitir que as condições sociais desfa- 
voráveis provocam um retardamento no crescimento da população da parte estudada 
ao nível de 5%. 


Outra solução: 


RNR > Px >Un— le Og)j-l-a 
RC > Px <un—oZ O )=A 
P(x > 164- 1,64: 0,485) = 0,95 
P(x > 163,205) = 0,95 — RNR = (163,205; +00) 
RC = (00; 163,205| 
Como X = 162, x E RC -., rejeita-se H. 


3. Em uma experiência sobre percepção extrassensorial (PES), um indivíduo 4, em 
uma sala isolada, é solicitado a declarar a cor vermelha ou preta (em números iguais) 
de cartas tiradas ao acaso de um baralho de 50 cartas, por outro indivíduo B, posicio- 
nado em outra sala. Se 4 identifica corretamente 32 cartas, esse resultado é significa- 
tivo ao nível de 5% para indicar que 4 tem PES? 


Resolução: 
Ho: p=0,5 A não tem PES 
H, p> 0,54 tem PES 


x: número de cartas declaradas na cor certa por À. 


x=32 n=50 
32 

pn =>—=(,64 

Po 50 


| 0,5:0,5 
O; = Ho ro e = 0, 0707 
n 50 
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-0,64-0,5 Po Pm 


ES 
— 


cale 0,0707 o. 


p 


LaiS 1,9 802 
Za = Em = 1,64 


“. como Zu E RC, rejeita-se Fl , Isto é, podemos concluir que 4 tem PES. 


Outra solução: 

RNR > P(Do < Pio tZa O)=1- a 
RC > PD, 2 Put Ze O) = 
RNR 

P(p, < 0,5 + 1,64 - 0,0707) = 0,95 
P(D, < 0,6159) = 0,95 

RNR = (-<0; 61,59%) 

RC = [61,59%, +eo) 


05 061590. D 


Como p, = 0,64, poe RC -. Dye [61,59% , +00) 

rejeita-se Ho . 
. Um candidato a deputado estadual afirma que terá 60% dos votos dos eleitores de 
uma cidade. Um instituto de pesquisa colhe uma amostra de 300 eleitores dessa 


cidade, encontrando 160 que votarão no candidato. Esse resultado mostra que a 
afirmação do candidato é verdadeira, ao nível de 5%? 
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Resolução 1: 


H,:P=0,60 O candidato tem 60% dos votos. 
H,:P*0,60 O candidato não tem 60% dos votos. 


n = 300 x= 160 


160 
E AS 
Po" 300 


nu O os 
y 300 


Do — Ph so. A, 
Za = Po Pro = 0 3 0, 60 E —2,474 
o. 0,0283 


A) 


a=5% —s Z.= Ls = 1,96 


cale 


Como Zu. e RC, rejeita-se H , isto é, podemos aceitar que a afirmação do candi- 
dato é falsa, a 5% de risco. 


Resolução 2: 

RNR > P(py,—Z. 06,<P<putZco)=I-a 
P (0,6 — 1,96 - 0,0283 < PD, < 0,6 + 1,96 - 0,0283) = 0,95 
P (0,5445 < P, <0,6555) = 0,95 

RNR = (54,45%: 65,55%) 


RC = (00; 54,45%] U [65,55%0; +oo) 


5 0,5445 0,6 0,6655 p 


Como p,=0,5333 e pye RC, rejeita-se F . 
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5. A vida média de uma amostra de 100 lâmpadas produzidas por uma firma foi cal- 
culada em 1.570 horas, com desvio padrão de 120 horas. Sabe-se que a duração das 
lâmpadas dessa firma tem distribuição normal com média de 1.600 horas. Ao nível 
de 1%, testar se houve alteração na duração média das lâmpadas. 


Resolução: 
Hu =1.600 
H, u 1.600 


n= 100 x — 1.570 s= 120 
A variância populacional é desconhecida, porém a amostra é grande, o que permite 
usar a distribuição normal com sº, estimador não viciado de o”. 
e 
CS Nn 100 
7 = X— Um — 1.570-1.600 
cale o. 12 


4 


=12:.0,=12 


FEAR se —2,9 
É 1% = É — PA = Za) 


N. 0,5% 


as, 257º E 


calo 


Como Za € RNR, não se rejeita A, isto é, não é significativa a alteração da vida 
média das lâmpadas a 1%. 

Este resultado levanta o seguinte problema: como proceder quando o Z.. = Z,: rejei- 
tar ou não rejeitar? Devemos refazer o teste. aumentando o número de elementos da 
amostra, ou diminuindo o nível do teste. 


Quando não é possível fazer o procedimento acima, é melhor decidir pela rejeição de 
H,, como veremos no próximo capítulo, sobre erros de decisão. 


No caso, se o nível fosse 5%, Z, = 2,5, = 1,96, H, seria rejeitada, isto significando que 
haveria alteração na duração média das lâmpadas. 


Resolveremos o exercício pelo segundo modo, usando a = 5%. 
RNR > P (uy, 


* P(1.600- 1,96- 12< x < 1.600 + 1,96 - 12) = 0,95 
RNR 5 P(1.576,48< x < 1.623,52) = 0,95 


mi Sr O; < x <tu4Z, 0;)=1I-a 
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RC — P(x < 1.576,48 0u X > 1.623,52) = 0,05 


Como X = 1.570, x e RC -. rejeita-se E. 


Exercícios propostos Respostas 


l. 


tua 


. Testar | 


o =4 a = 5% n=100 c x =52 
Ho:u =36 

É pf Pane Li 

Dados: 

o =9 n=64 a=1% e x =34,7 


. À duração em horas de trabalho de 5 tratores foi 9.420, 8.200, 9.810, 9.290 e 7.030 


horas. Sabe-se que a duração dos tratores dessa marca é normal com desvio padrão 
de 55 horas. Ao nível de 3%, testar: 


Hu =8.700 Ho: =8.700 “Hu =8.700 
“AH; u 8.700 [Hu >8.700 * 1H; <8:700 


. Os indivíduos de um país apresentam altura média de 170 cm e desvio padrão de 


5 cm. A altura tem distribuição normal. Uma amostra de 40 indivíduos apresentou 
média de 167 cm. Podemos afirmar, ao nível de 5%, que essa amostra é formada por 
individuos daquele país? 


. Lança-se uma moeda 100 vezes e observa-se que ocorrem 40 caras. Baseado nesse 


resultado, podemos afirmar, ao nível de 5%, que a moeda não é honesta? 


. O salário dos empregados das indústrias siderúrgicas tem distribuição normal, com 


média de 4,5 salários mínimos, com desvio padrão de 0,5 salário mínimo. Uma in- 
dústria emprega 49 empregados, com um salário médio de 4,3 s. m. Ao nível de 5%. 
podemos afirmar que essa indústria paga salários inferiores à média? 


. Um exame padrão de inteligência tem sido usado por vários anos com média de 


80 pontos e desvio padrão de 7 pontos. Um grupo de 25 estudantes é ensinado, 
dando-se ênfase à resolução de testes. Se esse grupo obtem média de 83 pontos no 
exame, há razões para se acreditar que a ênfase dada mudou o resultado do teste 
ao nível de 10%? 


. Um fabricante de droga medicinal afirma que ela é 90% eficaz na cura de uma aler- 


gia, em determinado período. Em uma amostra de 200 pacientes, a droga curou 150 
pessoas. Testar ao nível de 1% se a pretensão do fabricante é legítima. 
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1] 


Ez; 


Estatistica basica Respostas 


. Um metalúrgico decide testar a pureza de um certo metal, que supõe ser constituí- 


do exclusivamente de manganês. Adota para Isso o critério da verificação do ponto 
de fusão. Experiências anteriores mostraram que esse ponto de fusão se distribuia 
normalmente com média de 1.260º e desvio padrão de 2º. O metalúrgico 
realizou 4 experiências, obtendo 1.267º, 1.269º, 1.261º e 1.263º. Poderá ele aceitar 
que o metal é puro ao nível de 5%? 


Um comprador de blocos de cimento acredita que a qualidade dos produtos da mar- 
ca À esteja se deteriorando. Sabe-se, por experiência passada, que a força média de 
esmagamento desses blocos era de 400 libras, com desvio padrão de 20 libras. Uma 
amostra de 100 blocos da marca 4 forneceu uma força média de esmagamento de 
390 libras (supor distribuição normal). Testar ao nível de 2,5%, supondo que a qua- 
lidade média dos blocos tenha diminuído. 


A tensão de ruptura de cabos fabricados por uma empresa apresenta distribuição nor- 


mal, com média de 1.800 kg e desvio padrão de 100 kg. Mediante uma nova técnica 
de produção, proclamou-se que a tensão de ruptura teria aumentado. Para testar essa 
declaração, ensaiou-se uma amostra de 50 cabos, obtendo-se como tensão média de 
ruptura 1.850 kg. Pode-se aceitar a proclamação ao nível de 5%? 


Um fabricante de correntes sabe, por experiência própria, que a resistência à ruptura 
dessas correntes tem distribuição normal com média de 15,9 libras e desvio padrão 
de 2,4 libras. Uma modificação no processo de produção é introduzida. Levanta-se 
então uma amostra de 16 correntes fabricadas com o novo processo, obtendo-se 
resistência média de ruptura de 15 libras. Pode esse resultado significar que a resis- 
tência média à ruptura diminuiu ao nível de 5%? Resolver o mesmo problema para 
uma amostra de 64 correntes e mesma média amostral. 


CAPÍTULO 


Erros de decisão 


Podemos cometer um erro de decisão quando feito o teste de hipótese: 


1. Rejeitamos uma hipótese nula verdadeira: é o denominado erro de 1º espécie ou 
do tipo 1. 


2. Não rejeitamos uma Ff falsa: é o chamado erro de 2º espécie ou erro do tipo II. 


Resumindo: 


E 
Decisão 


Não | Norejeitar Não há erro Erro do asso HI 


Só podemos cometer o erro do tipo I quando rejeitamos Ho. e o erro do tipo II quan- 
do não rejeitamos Hs. 


13.1 Probabilidade de cometer os erros dos tipos | e Il 


Consideremos apenas testes bilaterais para o parâmetro « da população normal com 
variância conhecida, isto é: 


Fou =Ho 
Hut, e — o* conhecida. 


Probabilidade de se cometer o erro do tipo I: P(1) 


Cometeremos o erro de 1º espécie quando rejeitarmos Ft. ou seja, quando levantar- 
mos uma amostra e o x cair na RC do teste, isto é: 


EE — (—os, É U [X;, too) 
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Se tio é verdadeiro, concluímos que (D = P(Xx e RC)=a .. 


PD=a 


Probabilidade de se cometer um erro do tipo Il: P(I) = 6 


Feito o teste, não rejeitamos Hj: u = o como verdadeiro. Posteriormente, e por 
caminhos independentes do teste, verifica-se que H, é falsa. Cometemos, então, um erro 
de 2º espécie. Só podemos medir a probabilidade desse erro se especificarmos como é 


Hu =u (hipótese simples). 
Temos, ao nível «, as hipóteses: 


Hou=4Ho (falso) 
Hiu=u, (verdadeiro) 


ER | 
Fa 


k Ho 


Não rejeitamos H, quando X e (X, X,) 
Como a verdadeira média é u =, à distribuição com a média gu é fictícia. 


Temos então: 


Fe Ho o u | pd 


Logo, a probabilidade de cometermos o erro do tipo Il é a probabilidade de x e (X,, X,). 
porém, com x se distribuindo com a média u,, verdadeira. 


P(I)= 8 =P(m-—Z.'0, <I<uo+Z0 us; =) 
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13.2 Função poder de um teste ou potência de um teste 


Sob as condições já colocadas, definimos função poder de um teste ou função po- 
tência de um teste: 


R———————» [a, 1) e tal que 


P(ui) 
P(u)=1-65 
P(u)=1-P(m—Z, O SXSutA' O; |u =4,) 


ou ainda 


P(u)= | 


>2du=) 


+ Mo 
O .. 


Tr | 


A função poder de um teste fornece a probabilidade de se rejeitar uma hipótese nula falsa. 


Graficamente: 


Pu)=1- 
A função poder depende da variável «, definida em R e dos parâmetros u,, É en 
(fixados em cada problema). 


Exemplos 
|. De uma população normal, levantou-se uma amostra e calculou-se ao nível de 1% 
que z.: &; = 5. Admitindo as hipóteses: 


H,:u =100 
H,:u,=10 


Calcular a probabilidade de cometermos um erro do tipo II, isto é, de não rejeitarmos 
H,. sendo H, verdadeira. 


Resolução: 


Não rejeitamos / quando X e (95,105). Cometemos erro de 2º espécie quando não 
rejeitamos Ho: 4 = 100, sendo verdadeira H,: u = 110. 


Estatistica básica 


95 100 105 1100 
B=P(95<x<105=110) 


5 ' 
É = Los = 2,51 O; = 2577 1,945 
95-110 
Z“=———— =—7,71 =P(-7,71<Z<-2,57)= 
» 1045 ps ) 
105—110 
s=————— =-2,57 =0,5-P(-2,57<Z2<0)=0,5-0,494915 
1,945 
B = 0,005085 
B =0,51% 


Como a função poder de um teste é P(u)= 1-5 > P(ui) = 0,994915 
ou P(u,) = 99,49% . 


Logo, o teste é altamente poderoso, pois a probabilidade de se rejeitar uma hipótese 
nula falsa é altíssima, 99,49%. 


« Calcular P(I) ou P(II) conforme o caso, no seguinte problema. De uma população nor- 


mal, levantou-se uma amostra de tamanho 16, obtendo-se x = 18. Sabendo-se que a 
variância da população é 64, analisar ao nível de 10% as hipóteses (usar teste bilateral): 


Hu =20 = 2, =1,64 


Hu =25 O. E (o 


Resolução: 


La'0,=2:1,64=3,28 


o 


RNR=(umo tz, 0,4) RNR=(16,72;23,28) 


x=18 ne XE RNR > não se rejeita HH, 
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% 


“. À probabilidade de cometermos o erro do tipo I é zero, pois não rejeitamos HH (só 
acontece o erro quando rejeitamos Ho). 


Por outro lado, a probabilidade de cometermos o erro de 2º espécie, de não rejettar- 
mos HH falsa, será considerar H,: u = 25 verdadeira, isto é: 


B=P(16,72<X <23,28/u = 25). 


16,72 20 23,28 % 


16,722  23,2825 % 


7 1612-250 444 
ne 2 
23,28-25 
Zns=— =-0,86 
letal q nd 2 


“p=P(-4l4<z<-0,86) 
=P(-4,]4<z<0-P(-0,86<z<0)= 

= 0,5 — 0,305106 

B = 0,194894 

A probabilidade de não rejeitarmos uma H5 falsa é pequena. 


3. De uma população normal com o = 100, tiramos uma amostra de » = 100 observa- 
ções, obtendo-se 1.016,4 para limite crítico (num teste monocaudal à direita). Ao 
nível de 5%, determinar a função poder de um teste, sendo: 
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Ps u =1.000 


Hu =1.018 


Resolução: 


1.000 1.018 Y 
1.016,4 


« B=P(X <1.016,4/u = 1.018) 


- 1.016,4—1.018 


Z E Ho za" O; =1.016,4 
4-1. 
n= EE. 016 1.000 + 1,64 - o. = 1.016,4 
1,640. = 16,4 
o. = 10 
Bb =P(z<-0,16) = 0,5 — 0,063595 = 0,436405 


B=0,436405 43,64% 
P(u)=1-8=1-0,436405 


P(u,) = 0,563595 


O poder do teste é 56,36% .. o teste é fraco, isto é, a probabilidade de rejeitar uma 
hipótese falsa é pequena. 


Estudo do comportamento da função poder de um teste 


Faremos o estudo da função poder de um teste quando ui, to, & e n variam Indi- 
vidualmente, fixados os outros. 


u Varia, fixos go, a en 


Ho: u =100 n=36 o” = 400 
Hu 100 a = 10% 
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f. 
m=2m= 1,64 nEle ds = 3,333 
| n 36 


Zu 6, = 1,64-3,333 = 5,467 


Consideraremos HH falsa e calcularemos a função poder P(u,) para 4, variando de 80 
a 150, de 5 em 5. 


Hu =100 
a) | gRie B = P(94,533< x < 105,467/u = 80) 


H;:u,=80 
94,533— 80 
uso = 33330 bS6 
105,467—80 
= + Cam 


“05,467 3.333 


B =P(4,36<27<7,64) 


É = 0,000006123 


[E ER 


80 94,533 


Plu)=1-8=1—0,000006123 
P(ur) = 0,99993787 = 0,9999 


Não apresentaremos os cálculos para os demais casos, somente os resultados 
finais: 


b) H:m=85 > P(u)=0,99788 co H:u=90 > P(u)=0,91466 
d) H:m=95 >P(u)=0,55485 O H:u=1005P(u)=0, (o) 


O Hem= 105 > P(u,) =0,55485 eo) Hemn=00-> P(u)=0,91466 
h) H:um= 115 > Pu) = 0,99788 D Hu = 120 > Pu) = 0,9999 


Fazendo o gráfico, temos: 
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0,9999 
0,99788 LS . 


0,91466 


0,55486 [| "="" 


0,1 


TE E, 
80 85 90 95 100 105 110 115 120 * 
Conclusão: 
Quanto mais distante estiver u, de uo maior o poder do teste para rejeitar Ho: 
U = Ho e inversamente. 
Podemos elaborar o gráfico da função poder, em função de u,, conforme figura a 
seguir, 


Pu)=1-B 


Mo Varia, fixos a € n 


HFazendo-se todos os cálculos necessários para P(u), faremos o gráfico consi- 
derando dois valores Lo e to de to. 


Mantida a sua forma original, a curva desloca-se no mesmo sentido do desloca- 

mento. Assim, para um certo valor, P'(u,) > Pu), set, estiver mais distante 

de o do que Lo. 

a varia, fixos go, 8 n 

Tabela de P(u,) para valores de a eu: 
ESTES, 
0,99446 | 0,85083 | 0,32303 0,05000 

0,99970 0,975320 0,66640 0,14233 0,01000 


Os valores para 105, 110, 115 e 120 são os de 95, 90, 85 e 80. respectivamente. 


De posse desses dados, podemos obter o gráfico, que apresentamos de forma genérica. 
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Conclusão: 
Quanto maior o nosso nível de desconfiança a, maior será a probabilidade de 
rejeitarmos HH, falsa, isto é, maior é a potência do teste. 


n varia, fixos go, & 
Fazendo-se n variar, de n = 1, 4,9, 16, 25, 36 e 64, e considerando-se os valores 
dados para ft, fixo o = 100 e a = 10%, teremos um gráfico como se segue: 


Veremos que, para um determinado valor de ui, P, (11) > Palm) se m > no. 


Conclusão: 

Quanto maior for o tamanho da amostra, mais representativa será, e, portanto, 
maior será o poder do teste, isto é, maior será a probabilidade de rejeitarmos 
Hh falso. 


ou 


Quanto maior o tamanho da amostra, maior o poder do teste. 


O gráfico da função poder de um teste, com as alternativas H e H, e o gráfico de 5 
em função de 4, para o exempo analisado, é: 


P(u,) [5] 


Curva caracteristica 


— de operação 
(c. c. 0) 


Hi HS Us =: USA, H 
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Exercícios propostos Respostas 


l. 


Determine para « = 10%, n= 35 eo = 10 os valores de x que levariam a rejeitar 
Ho: u = 50 (usar teste bilateral). 

Calcule 8 se HH: u = 53. 

Afirma-se que 50% das pessoas têm 2 resfriados por ano. Decidimos rejeitar 


essa afirmação se, entre 400 pessoas, 216 ou mais tiverem 2 resfriados por ano. 
Qual a probabilidade de cometer um erro de tipo Iº? 


Um químico deseja testar a dureza de certo material, composto de chumbo, usando 
o critério de ponto de fusão. Obtém 322 ºC, 328 ºC, 326 C e 320 “C. Entretanto, o 
químico não possui o ponto de fusão do chumbo, mas, quando verifica esse índice, 
a distribuição é normal com variância 4. O químico estabelece, ao nível de 10% de 
rISCO, O teste: 


Ho u=325 (metal puro) 

Hu 325 (metal não puro) 

a) Que resultado obtém o químico no teste? 

b) O químico sabe que pode estar aceitando uma KH falsa e por isso resolve elaborar 
os gráficos de P(u;) e 5. Como serão eles? 

Posteriormente, o químico verifica que o ponto de fusão do chumbo é 327,4 “C. Se 

o químico realizasse 100 testes, com 100 amostras do mesmo tamanho, em quantos 

aceitaria que o metal é puro? 

No problema do fabricante de correntes (problema 12 dos Exercícios propostos do 

Capítulo 12), qual a probabilidade de que esteja cometendo um erro do: 

a) Tipo 2 

b) Tipo II? 


CAPÍTULO 


Distribuição de t de student IC e 
TH para a média de população 

' normal com variância 

* desconhecida 


14.1 Distribuição de £ de student 


ns x—M a a sã 
Avariável Z = tem distribuição normal. Quando não conhecemos a variân- 


O. 


RE 


cia o”, devemos usar s”, estimador de o”. 


A variável definida como t, = é denominada variável com distribuição de 


S= 


x 


“t de Student” com q graus de liberdade. 


Quando n é grande, s” se aproxima bastante de o”, o que faz com que a variável t se 
aproxime da variável normal Z. 


Quando n é pequeno, isso não ocorre. não é normal, pois s; é uma variável 


So 


x 


T-— 


aleatória, o que não ocorre com , em que o denominador é constante. 


Graus de liberdade 


X = 
Retomando: ls — E : 
5 


O número de informações independentes da amostra dá o número de graus de li- 
berdade & da distribuição de rf. 

Genericamente, podemos dizer que o número de graus de liberdade é igual ao nú- 
mero de informações independentes da amostra (17) menos o número (K) de parâmetros 
da população a serem estimados além do parâmetro inerente ao estudo. 
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p=n-K 


Como vamos estimar a média de uma população normal com o” desconhecida, 
além de X, estimador inerente ao estudo, estimaremos o”, um parâmetro a mais. Isso 
significa que usaremos a £ com n — | graus de liberdade. 


Para cada valor de À, temos uma curva diferente de “1”, e quando n > co, t —> N 
(0,1). 


Apresentamos um gráfico comparativo entre a distribuição t e a Z. 


Z 


u 


Vemos que a distribuição ! é mais alongada que a normal reduzida. 


Quanto maior o À, mais elevada é a curva. A curva de £ é simétrica com relação à 
média u = 0. 


Uso da tabela 


A tabela que se encontra na página 347 dá o valor de £., tal que: 


Exemplos 


Il. $=15 at = 5% — P(t > te) = 0,05 


5% 


O 4,733] ! 


Pos E Lo % — Ps sm — 1,753] 
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2. 4=20 425% > Plt<-+)=0,025 


—2,086 Ê í 
o = tono st == 2.0860 


3. 9=25 P(t> —t) = 0,99 
99 


ij É 


“r 


fe = bis = 24851 


4. PIt|>4)=0,10 4 =18 


5Yo 


=, 0 t, 


E: = Liss = 1,734] 


14.2 Ce TH para a média yu de uma população 
normal com o” desconhecida 


O procedimento padrão tanto para IC (intervalos de confiança) como para TH (tes- 
tes de hipóteses) é o mesmo usado anteriormente. 
|. Retiramos uma amostra de n elementos da população. 


* Sen > 30, usa-se a distribuição normal com s”. 
* Sen <30, usa-se a distribuição ! de Student, com q = n — 1 graus de liberdade. 


H 


2. Calculamos x=>5, 
=! 
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! 


po A, E 
3. Calculamos s = TM X 


toa 


LE 


4. Determinamos s, = = o que é o estimador de o. (estimador do erro 
padrão eep). | É 
5. Ao nível «%, fazemos: 
Seda AX he SS SUS X Th s.)= 1-6 
Hu AU UoU<Ho 


OM. 


5 


Com o t.. determinamos a RNR e RC. Calculamos ft... = 


cale 


* Se tac E RNR > não se rejeita Ho. 

* Se La E RC > rejeita-se Fo. 

Obs.: 

Quando a população é normal com parâmetros desconhecidos, teoricamente 


a solução N(0,1) só é aconselhável quando n > 120. Na prática, para n > 30 
usa-se a M(0,1). 


Exemplos de aplicação 
|. De uma população normal com parâmetros desconhecidos, retirou-se uma amostra 


de 25 elementos para se estimar 4, obtendo-se x = 15 e s”=36. Determinar um IC 
para a média ao nível de 5%. 


Resolução: 

e O 
Clan dos 5 
p=n-1=25-1=24 fas; 2,5% = 2,0639 
P(15—-2,0639- 1,2<u <15+2,0639:1,2)= 0,95 


2 
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P(15-2,477<u <15+2,477)= 0,95 
2,5% P(12,523 <u<174IN)= 0,95 


2. A vida média das lâmpadas elétricas produzidas por uma empresa era de 1.120 ho- 
ras. Uma amostra de 8 lâmpadas extraída recentemente apresentou a vida média de 
1.070 horas, com desvio padrão de 125h e distribuição normal para a vida útil. Testar 
a hipótese de que a vida média das lâmpadas não se alterou ao nível de 1%. 


Resolução 1; 


o ii la = Eos% — 3,4995 P=1 
| 125 
Hu lo s.=—— = 44,1945 
| H X J8 
1,070 =1.120 


Lu = =-1,131 
44,194 


RC pa A. RE 
0,5% € 0,5% 
-3,4995 0 3,4995 : 
fade 


Como ta € RNR, não se rejeita Ho, isto é, não é significativa a alteração na vida 
média das lâmpadas ao nível de 1%. 
Resolução 2; 


RNR S Mme SSXS My tie s)=1-a 
RNR > P(1.120 — 3,4995 - 44,194 < x < 1.120 + 3,4995 - 44,194) = 0,99 
RNR > 2(965,343 < x < 1,.274,657) = 0,99 
RC = (00; 965,343] U [1.274,657 +00) 
. x = 1.070 + x e RNR5 não se rejeita Fh . 


3. Seja X uma variável aleatória normal com parâmetros desconhecidos. Dessa popula- 
ção foi retirada uma amostra x;: 10, 12, 14, 15,9, 12, 16, 11,8, 13. Construir uma IC 
para u ao nível de 5%. 
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Resolução: 
[o O 
n=10 3 x,=120 3x) =1.500 
i=] i=] 
Dx 120 
z=  =12 
n 10 
120) | 60 
pe IR = 6,667 
9 10 
[6,667 
s=2,582 seeds -=04817 
H 
4 =9 
95% : — 9 4 sm == 
2,5% / 0 25% la = t9,2,5% = 2,2622 
“ PlZ -te: Se <U<E th S)=l-o 
= t. 


P(12-2,2622 -0,817<u <12+2,2622 - 0,817) = 0,95 
P(10,152 <u < 13,848) = 0,95 


. Querendo determinar o peso médio de nicotina dos cigarros de sua produção, um 
fabricante recolheu uma amostra de 25 cigarros, obtendo 


25 25 

> x=950mg e > x/=36.106 mg” 
j= =] 

Resolução: 


Supondo a distribuição normal para o peso de nicotina, construir um IC para 4 ao 
nível de 5%. Ao mesmo nível, testar se o peso médio de nicotina é inferior a 40 mg. 


n=25 x=—— =38 


Cm mgas s=/0,25=0,5 


; =" =0]1 o. =24 
O 5 ? 
la = fas: 2,5% = 2,0639 


2Te Estatística básica 


IC 
P(38 — 2,0639 -. 0,1] <u < 38 + 2,0639 - 0,1) = 0,95 
P(37,/93<u <538,206) = 0,95 


TH — Solução 1: 


38 — 40 

Hu = 40 fi =—— 
Q H cale 0,1 
H:u<40 t.=-20 


Fa — Eos sm — 1,7109 


Como tar < te rejeita-se h, isto é, a 5% é significativo que o peso da nicotina 
apresente-se abaixo de 40 mg. 


TH - Solução 2: 
RNR > P(X > ug ta: s;) 
P(X > 40- 1,7109 - 0,1) = 0,95 
P(x > 39,829) = 0,95 RNR = (39,829 + 00) 
RC = (—0o: 39,829] 
Como X =38, x e RC. * Trejeita-se Ho. 


5. Uma máquina é projetada para fazer esferas de aço de | cm de raio. Uma amostra 
de 10 esferas é produzida e tem o raio médio de 1,004 cm, com s = 0,003. Há razões 
para suspeitar que a máquina esteja produzindo esferas com raio maior que 1 em, ao 
nível de 10%? 


Resolução 1; 


Hu =] x=1,004 n=10 
S 0,003 
H:u>l] s= 0,003 s. ===>>> =0,0009 
di e Jin 
14004-—1 
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Como tac € RC, rejeita-se Ho. .. há razões para se suspeitar que a máquina esteja 
fazendo esferas com raio médio maior que lem, a 10% de risco. 


Resolução 2: RNR> P(X < wu, tha s)=1-a 
P(x <1+ 1,383 - 0,0009) = 0,90 RNR = (-co, 1,01245) 
P(x < 1,01245) = 0.90 RC = [1,01241, +=) 


x = 1,004 .. e RC. -. rejeita-se Ho . 


Exercícios propostos 1 Respostas 


|. Dado que x =20.5s=24 en = 16, com X normalmente distribuída, determinar os 
limites de confiança de 95% para a média. 


2. Construir um IC de 90% para a média de uma população normal com variância 
desconhecida, sabendo-se que uma amostra de 26 observações fornece X = 15,6 € 
s=2,58. 


3. Supondo que a média e o desvio padrão das notas de um teste de habilitação para 
uma amostra de 20 estudantes de uma classe de 100 fossem X = 150 es = 20, calcu- 
lar os limites de confiança para 4 ao nível de 95%. 


Obs.: Usar fator de correção para populações finitas. 


4. Uma amostra constituída de 12 medidas de tensão de ruptura de um fio de algodão 
apresentou média de 7,38 kg e desvio padrão de 1,24 kg. Determinar os limites de 
confiança de 95% e 99% para a média da população. 

5. Foi testada uma amostra de 15 cigarros de uma certa marca, com relação ao nível 
de nicotina, dando x = 22 mg e s = 4 mg. Determinar os limites de confiança para a 
média, ao nível de 98%. 


6. Um certo tipo de hormônio, ao ser injetado em galinhas, aumenta o peso médio do 
ovo em 0,3 g. Uma amostra de 30 ovos tem média 0,4 g acima da média anterior à 
injeção e s = 0,30. Há razões suficientes para aceitar a afirmação de que o aumento 
da média é superior a 0,3 g ao nível de 5%? 


etá 


10. 


Estatistica básica Respostas 


. Uma máquina de misturar fertilizantes é adaptada para fornecer 10 g de nitrato para 


cada 100 g de fertilizante. Dez porções de 100 g são examinadas, com as seguintes 
porcentagens de nitrato: 9, 12, 11, 10, 11,9. 11, 12,9, 10. Há razões para crer que a 
porcentagem de nitrato não é 10%, ao nível de 10%? 


. Registraram-se os valores 0,28; 0,30; 0,27: 0.33; e 0,31 segundos, obtidos em 5 me- 


dições do tempo de reação de um indivíduo a certo estímulo (distribuição normal). 
Determinar os limites de confiança de 99% para o tempo médio de reação da popu- 
lação ao estímulo. 


De uma população normal de parâmetros desconhecidos, retiramos uma amostra de 16 
elementos, obtendo-se x = 12 es=4, ao nível de 2%. Testar as hipóteses: 


Hu =10 
Hu 10 


Um certo tipo de rato apresenta, nos três primeiros meses de vida, um ganho médio 
de peso de 58 g. Uma amostra de 10 ratos foi alimentada desde o nascimento até a 
idade de 3 meses com uma ração especial, e o ganho de peso de cada rato foi: 55, 
58, 60, 62, 65, 67, 54, 64, 62 e 68. Há razões para crer, ao nível de 5%, que a ração 
especial aumenta o peso nos 3 primeiros meses de vida? 


14.3 Resumo: IC e TH para yu 


E 


2. 


X NQ,o) 


X: N(2,?) 


= A 
n=>x =" 5 x 
H 


Para n < 30: 


Ss E tac, comg=n—l. 
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-apitul distribui | : para dia de população tal 6 


3. X:NM9,9) 


Exercícios propostos 2 Respostas 
H, =100 


H, <100 


|. Testar: | ao nivel de5% comn=64, x =986es=2,56. 


2. De uma população normal, levantaram-se os seguintes dados: 


a) Ao nível de 5%, determinar um IC, para a média da população. 
“ H ã == 

b) Testar ao nível de 5% as hipóteses: 4 * ni 

H:u A? 


3. Uma máquina automática que empacota o alimento 4 é programada para colocar 
100 g de peso. Para verificar a precisão da máquina, uma amostra de 60 pacotes do 
referido alimento fornece peso médio de 98 g e desvio padrão de 6 g. O que se pode 
concluir ao nível de 1%? 


Est tica básica 
o ide Respostas 


4. Para estimar o peso médio de sacas de café. levantou-se uma amostra prévia de ta- 
manho 100, obtendo-se x = 60 kg e s = 0,5 kg. Determinar o tamanho da amostra 
necessário para estimar o peso médio das sacas, com uma aproximação que dê erro 
máximo de 100 g e probabilidade de 99,7% de acerto. 


5. De uma população normal, retiramos uma amostra de 36 elementos: 


87 1439 | 426 
46 [428 [433 [as7 | [o [oo Too 


Determinar um IC para a média de 95% de confiabilidade. 


Ao nível de 5%, testar: 
H, = 42 
H,>42 
6. Um conjunto de 50 animais é alimentado com certa espécie de ração por um pe- 
riodo de 2 semanas. O aumento de peso foi de 42 kg e desvio padrão de 5 kg. 


a) Encontre os limites de 95% de confiança para 4. 


b) De que tamanho deveria ser tomada uma amostra, se desejássemos que x dife- 
risse de 4 por > kg com a probabilidade de 0,95 de estar certo? 


7. De uma população normal cuja variância é desconhecida, extraiu-se uma amostra 
casual obtendo-se os seguintes valores: 


De pues [| | os [mf 


a) Construir um IC para 4 ao nível de 1%. 
b) Ao nível de 5%, testar: 

Hu =105 

Pe <105 


CAPÍTULO 


Eipaláco de duas médias: 
TH para a diferença de duas 
* médias 


Analisaremos os vários casos de comparações de médias de duas populações nor- 
mais. Em geral, faremos testes sobre a diferença entre duas médias populacionais: 


Flo: Mi — Mo = Hu 
sendo na maioria dos casos ft = 0, o que significa que estaremos testando a igualdade 
entre as médias: 


Ho: Hi = Hs 


Consideraremos dois casos na comparação das médias: dados emparelhados (popu- 
lações correlacionadas) e dados não emparelhados (populações não correlacionadas). 


15.1 Dados emparelhados 


Fazemos testes de comparação de médias para dados emparelhados quando os re- 
sultados das duas amostras são relacionados dois a dois, de acordo com algum critério 
que fornece uma influência entre os vários pares e sobre os valores de cada par. 

Para cada par definido, o valor da primeira amostra está claramente associado ao 
respectivo valor da segunda amostra. 

Para exemplificar. tomaremos um grupo de pessoas que fizeram determinada dieta 
por uma semana. Medimos o peso no início e no final da dieta. As pessoas estão clara- 
mente determinadas. A identidade de cada uma tem influência nos valores observados 
de seu peso, porém essa influência deve ser aproximadamente igual dentro de cada par de 
valores do tipo “antes” e “depois”. 

Ao tomarmos a diferença entre vários pares de valores e trabalharmos com elas, a influên- 
cia individual de cada pessoa deverá desaparecer. ficando apenas a influência da dieta. 

Calculamos as diferenças para cada par de valores, produzindo dados de uma amos- 
tra de n diferenças. 

Hom Mu, =44=0 
Hu, >0ou u, <O0ou 4, £O 
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d: média da amostra das diferenças 


Mu: Valor das diferenças entre médias das populações a ser testado 
sa: desvio padrão da amostra das diferenças 
n: tamanho da amostra das diferenças 


Usamos: 


= 


Um grupo de 10 pessoas é submetido a um tipo de dieta por 10 dias, estando o 
peso antes do início (x;) e no final da dieta (y;) marcados na tabela abaixo. Ao nível 


de 5%, podemos concluir que houve diminuição do peso médio pela aplicação da 
dieta? 


nai ARE pi O) 
Ho: 4, =0 
Hu, >0 


Sejad=x—Yi=,..., 10. 


pm pecsa pari 
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ns 
| 
|— 
— e, 
— 
e] 
o 
| 
a, 
Ina 
Es 
Do 
E) 
a 


& —6,71-59,=2,59 


2,99 
s,=*=0,82 
VIO 
2 e, 
cale = O | a 
0,82 


P=9 = =1,693 


*. COMO Late > te, rejeita-se Ho, Isto é, a 95% de confiabilidade, concluímos que é 
significativa a queda de peso pelo uso da dieta no grupo. = 


15.2 Dados não emparelhados 


Se os dados não são emparelhados, não calcularemos diferenças entre os valores de 
duas amostras. O teste será baseado na diferença entre as duas médias das amostras. 


Populações normais com variâncias conhecidas 


Apresentaremos alguns resultados para aplicar os testes. 


Teorema 
Se X, e X, são populações com distribuições normais independentes com médias tt, 


eu e desvios padrão o; e 05, então a variável x, =X, — x, possuirá também distribuição 


normal com média gu; — 42 e desvio padrão JO, + 0, . 
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* SeX: Nu, 07) —> amostra de tamanho: n.. 
e X;: Mus. 05) — amostra de tamanho: n,. 


Então x, =(z —x): N(u, — Ms o; ear, 


como 0, =—=. 


Temos que 0. = 
“tl 


Se as populações não são normais e n; e n; são grandes (maiores que 30), então 
e X, podem ser admitidos como normalmente distribuídos .. 
2 po 
o, 


OQ 
vv Em Er E = | 
1 + 


Genericamente, faremos as hipóteses: 


HMM, =Ho 
H:u—-Uu, ÉMpOUU,—U,>UGOUM,—U,<H, 


= | Hu, =Ho a a sd 
SE Lo = O, testaremos ou as demais hipóteses anteriores. 
Hm ÉH, 
., | gare X — E X — 
A variável a ser usada é Z, como se segue: Z,,. = To Emo ( 


x 
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onde s; e s; são estimativas de o; e 05, feitas por meio de amostras de tamanhos n, e m; 
e como variável critério 


Exemplos de aplicação 


|. De duas populações normais X, e X, com variâncias 25, levantaram-se duas amostras 
de tamanhos n, = 9 e mn; = 16, obtendo-se: 


[=] js 
Ao nível de 10%, testar as hipóteses: 
Hum—u,=0 1º população: X,: Mu, 25)n, = 9 
Sa si 
H:u—u,AO n=5 2453 


2º população: X: N(us, 32)n, = 16 


Resolução: 
32 = 
— mm X 
2 16 2 


11 TE: 
—— =S5 |[-+— 
non 9 16 
Z =0.48 


o = 10% — Za = Zu = 1,64 
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sites básica 
Como Zac € RNR, não se rejeita Ho, isto é, ao nível de 10% não é significativa a 
diferença entre as médias das duas populações. 

Outra solução: 

RNR > P(Mgmo la 0; SM SUnti,*o)j=l-a 

P(O- 1,64.2,083< x, <0+1,64-2,083)=1l-a 

RNR = (3,416: 3.416) RC = (0: 3,416] U [3,416; +c0) 


“+ X,=1>X, € RNR 5 não se rejeita H,. 


. Um supermercado não sabe se deve comprar lâmpadas da marca 4 ou B, de mesmo 


preço. Testa uma amostra de 100 lâmpadas de cada uma das marcas, obtendo: 


x,=1.160H e s;=90h 
x»= 1.140H e s;=80h 


Ao nível de 2,5%, testar a hipótese de que as marcas são igualmente boas quanto 
contra a hipótese de que as da marca 4 são melhores que as da marca 8. 


Resolução: 


e — H,=0 sã Fo = Ms, 
H:u—u;>0 HM, > Up 


Como n; = n; = 100 lâmpadas, podemos estimar sj e s; e usar 


| so Ss [8.100 6.400 | 
LS E] ——— + — = 12,0416 
“x u%5) no Mp 100 100 | 


com a normal Z. 


x, =X —X,=1.160-1.140= 20h 


0 X4— Ho = 20—0 


cale sê 
s 12,0416 
RNR 
Z.. =1,6609 7,5% 
«=2,58h>7,=7,,0=1,96 ur 


Como Zea < Ze, não se rejeita Fo, Isto é, não é significativa a diferença entre as vidas 
médias das lâmpadas da marca 4 ou marca B, ao nível de 2,5%. 
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Cal 
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Populações normais com variâncias desconhecidas e iguais (amostras 


pequenas) 


Sen; +n>< 30, então usaremos a distribuição t de Student. 
Como as variâncias são desconhecidas e consideradas iguais, chamaremos de s o 


estimador: 
2 sº 
s.=[—+— =8.,|—+— 
É nn, no A 
: E (n, =1)s +(n, E Ds; E rr 
Para determinarmos s”, usaremos: sº = E E que é uma média 
n+tn,— 


| 


Ha 
> l - j=1 j=l 
ig io | = 
Mo | hn, 4 ia 
LE] , da 3 
(s,-3)+ 58, =) 
=| =] 
s =- : 
REM A 
Ê 
2 > 
n, —1)sj E (n, = 1) Lo] 
ss =| LA p— 
É A Th—2 non 


OU 
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Para teste bilateral. determinamos: 


AT Emo 
cale 


RNR 


+ Com RC 
(1 - 0)% 


8, “2% 


0U2% 


P =n, + n— 2 graus de liberdade. ; , 
qd 2% RP 


Populações normais com variâncias desconhecidas e diferentes 


Caso as populações sejam normais e o: e o; sejam desconhecidas e diferentes, então 
popula ] ] 
para n; + n, < 30, teremos: 


com à grau de liberdade, onde Qi= | 2 ) 


Exemplos de aplicação 

|. Em uma prova de estatística, 12 alunos de uma classe conseguiram média 7,8 e 
desvio padrão de 0,6, ao passo que 15 alunos de outra turma, do mesmo curso, con- 
seguiram média 7,4 com desvio padrão de 0,8. Considerando distribuições normais 
para as notas, verificar se o primeiro grupo é superior ao segundo, ao nível de 5%. 


am —=HU,=0>4u,=hH; 
Himn—u,>0>U,> 4, 


Como as populações são normais e com variâncias desconhecidas, podemos consi- 
derar que, apesar de desconhecidas, são iguais, já que são turmas do mesmo curso. 
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m=I2 4=78 s=0,6 s=036 X%=%4-%=7,8-14 
m=15 XL=74 s=0,8 s=0,64 X,=0,4 
n+n,—2 12+15—2 25 
sº =0,5168 


Resolução 1: 


calo S ee 
Se 0,278 
to — 1,439 


P =n) +tm-—-Z=25 
fe = bos; 5% = 1.708 


Como feat < t«— não se rejeita Ho. Concluímos que a 5% não há motivos para consi- 
derar a primeira turma superior à segunda. 


Resolução 2: 


RNR > P(X< o +t,0,)=0,95 

P(x <0+1,708:0,278) = 0,95 

RNR = (—co; 0,478) RC = [0,478; +00) 

Como X, = 0,4 — XxX, e RNR, o que nos leva a não rejeitar Fl. 


. OQI de 16 estudantes de uma zona pobre de certa cidade apresenta a média de 107 
pontos com desvio padrão de 10 pontos. enquanto os 14 estudantes de outra região 
rica da cidade apresentam média de 112 pontos com desvio padrão de 8 pontos. O QI 
em ambas as regiões tem distribuição normal. Há uma diferença significativa entre 
os Qls médios dos dois grupos a 5%? 


286 Estatística basica 
ini =0 A = Mo 
Hm— 4, AU Hu ÉH, 


Como estamos trabalhando com QI de estudantes de duas regiões distintas da mesma 
cidade, podemos supor que sejam desconhecidas e diferentes. 


n=16 x=107 s=100 x =x-x=107-112 


m=14 m=1lII2 5=64 x, =-5 


] AY 
e.g 
=" 3 2=29,]425€ 
o 
16 14 
+ + 
17 15 
100 64 | 
s = cias RR SA 10,8214 =3,2896 
a I6 14 
+ =30 


fa = 30,25% — 2,042 
Resolução 1: 


Ee Xy T MHo pi me, 
o 3,2896 


Ícate = — Bert 


Lá 


Como tac € RNR, não se rejeita 7h, isto é. ao nível de 5% não é significativa a dife- 
rença entre os Qls das duas regiões da cidade. 


Resolução 2: 
RNR > Aug leo SK SX < My FlaesXi)=1I-a 


P(O — 2.042 - 3,2896 < X, <0 + 2,042 - 3,2896) = 0,95 
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RNR = (-6,7174: 6,7174) 
RC = (00; —6,7174] U [6,7174 ; +00) 


Como x, =-5 > X, € RNR 5 não se rejeita Ho. 


Exercícios propostos Respostas 


|. Uma turma de 10 alunos é separada dos demais para ser testada. Aplica-se uma 
prova de matemática e as notas são: 


4,5: 5.0: 5,5; 6,0; 3,5; 4,0: 5,0; 6,5; 7,0; 8,0. 


Um novo processo de aprendizagem de matemática é introduzido, e a turma é en- 
sinada por esse novo método. No final, aplica-se uma prova de mesmo nível de 
dificuldades, e as notas obtidas pelos alunos, na ordem das primeiras, são, respecti- 
vamente: 


5,0; 5,0; 6,0; 7,0; 3,0; 4,5: 4,0; 7,0; 7,5: 9,0. 


Há razões para crer que o novo processo aumentou o nível de aprendizado da turma 
em matemática, a 5%? 


2. Duas amostras de 10 alunos de duas turmas distintas de um mesmo curso apresentam 
os seguintes totais de pontos em provas de certa disciplina: 


Turma: 51, 47, 75,35, 72, 84,45, 11, 52,57. 
Turma x»: 27, 75, 49, 69, 73, 63, 79, 37, 84, 32. 


Ao nível de 10%, testar as hipóteses de que as turmas tenham aproveitamentos dife- 
rentes. Admitir populações normais com mesma variância. 


3. De duas populações normais, X, e X>, de mesma variância, retiram-se amostras €e os 
dados são apresentados a seguir: 


População X: n =6 > =36,3 Sm = 223,55 
População X: n,=9 3x, =76,9 5 x) =665,81 


Testar ao nível de 2,5% que a média da primeira população é inferior à média da 
segunda população. 


4. Duas amostras de 10) elementos forneceram, respectivamente: 
Hj =295 si=5,24 


A = 31,2 s5 = 3,90 


Testar a hipótese de que a primeira amostra provenha de uma população cuja média 
seja inferior à média da outra população, ao nível de 5%. 


Respostas 


Estatistica básica 


. Às mesmas provas de estatística foram aplicadas para 2 turmas de administração de 


faculdades diferentes, pelo mesmo professor de ambas. 
Na turma da faculdade A, os resultados foram: 


n=11 0 3 w=n Si =487,5 
Na turma da faculdade B, os resultados foram: 
mil Ju es > 1 =436,5 


Testar ao nível de 10% se os alunos da faculdade 4 são melhores do que os alunos da 
faculdade 8. 


. Uma amostra de 150 lâmpadas da marca 4 apresentou vida média de 1.400 horas e 


o desvio padrão de 120 horas. Uma amostra de 200 lâmpadas da marca B apresen- 
tou vida média de 1.200 horas e desvio padrão de 80 horas. Ao nível de 10%, testar 
se as vidas médias das duas marcas são diferentes. 


. Uma pesquisa amostral entre 300 eleitores do distrito À e 200 eleitores do distrito B 


indicou que 56% e 48%, respectivamente, foram a favor de determinado candidato. Ao 
nível de 5%, testar a hipótese de haver diferença entre os distritos. 


Obs.: Testes de diferenças de duas proporções. 


. Dois conjuntos de 50 crianças de uma escola primária foram ensinados a ler por dois 


métodos diferentes. Após o término do ano, um teste de leitura apresentou os seguin- 
tes resultados: 


X, pe 134 X, = 70,3 
31. 8 Sa — LO 


Testar a hipótese de que u, £ 4», ao nível de 5%. 


. Um teste de 200 adultos e 100 adolescentes mostrou que 60 adultos e 50 jovens eram 


motoristas descuidados. Usar estes dados para testar a afirmativa de que a porcenta- 
gem dos motoristas adolescentes descuidados seja 10% maior do que a dos adultos 
descuidados, ao nível de 10%, 


10. Examinaram-se 2 classes de 40 e 50 alunos de um mesmo período de um curso. Na 


primeira, o grau médio foi de 7,4 com desvio padrão de 0,8. Na segunda, a média 
foi de 7,8, com desvio padrão de 0,7. Há uma diferença significativa entre os apro- 
veitamentos das 2 classes ao nível de 5%? 
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11. Dois tipos de componentes elétricos são testados quanto à sua vida média. Os se- 
guintes dados foram observados: 


Ee 


Há evidências de que a vida média dos dois tipos de componentes elétricos sejam 
diferentes ao nível de 5%? 


[12.Em uma amostra de 250 elementos, verificam-se 24 sucessos, e em outra amostra de 
100 verificam-se 15 sucessos, Podemos supor idênticas as probabilidades de sucesso 
nas duas populações ao nível de 5%? 


Respostas 


CAPÍTULO 


1) Distribuição de Xº (qui-quadrado), 
IU 4 IC e TH para a variância de 
=». populações normais 


e 2 : | 
16.1 Distribuição deX (qui-quadrado) 
Consideremos as variáveis aleatórias normais Z: N(O, 1), i = 1, 2, ..., n indepen- 
dentes. 
A função definida por: 


x = » Z Rº o Re é chamada distribuição X (qui-qua- 


i=1 
drado) com q graus de liberdade. 
Como usamos n variáveis aleatórias independentes, X está definido com q = n 
graus de liberdade. 
Sejam X: Mu,0),i=1,2,...,n. 


) 


Xe | 
z, =": N(, 1) 


DO) =0<X <+oo 


Lya no 
A função densidade do x é: f(x)= a (x)? 


| 
2"2T (n/2) 
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l E 
e d 


Quando =1> 1(")=- 


FG) 


La 
e 2 


Quando 6$=2=> f(y)= 


SG) 


Quando q = 4 


FG) 


d) 


Podemos resumir a distribuição X' no gráfico. 


202 Estatistica básica 


Observamos que o gráfico de x depende de à. 
Demonstra-se que: 


Xi E Q ida 
EMX)=q 
VAR(O) = 24 


Uso da tabela 


A tabela dá, fixado o número de graus de liberdade, o valor Pê no corpo da tabela. 
tal que: 


TAÇA) 


Exemplos 
l. G=4 PO =x 
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fg) 


= Nu Nasa 55385 
2. 4 =4 PQU< Xi) = 0,75 
Xi = Nam = 55385 
3. 4=20 Determinar P(X < 11) 
PX <ID)=1-PQÓ>11)= 
=1-P(>10,851)=1-0,95 
PO <11)=0,05 


LG) 


4. Determinar Xi. tal que 
P(X <Xi) = 0,025 


fg) 


Fa é 


A tabela não dá essa probabilidade .. 
PO sy l=AA 2%) 
0,025=1-PX >%) 

POC > Xi) = 0,975 

=] 809154 = 9,5908 
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5. 4 = 12 Determinar P(X" >X2) = 0,75 


10) 


és = E | 1,540 


6. PX <X)=0,10 


FG) 
10% Ka GE ssa z 0,3 058 
k = 
7. PQÓ<X) = 0,975 
FO) 
X. == anta =23,3361 
X 
x. 
8. POXG<X <X;)=0,80 
fg) 
X, = ae E: 6,5 038 
= tou = 18,5493 
Interpolação para c% 
Determinar 2), tal que P(X,. 92X.) = 0,40 
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Por não termos esse valor tabelado. faremos interpolação. obtendo um resultado 
aproximado, satisfatório. 
Temos Plxs > 9,342) = 0,50 


ne 
P(XE 10 2 12,549) = 0,25 
50% — 9,342 
25% — 12,549 

fm > 3,207 


ia 5 x=1,924 


XE = ram = 9,342 + 1,924 
x = 11,266 


fo) 50% 


8 11,266 


Interpolação para q 


Determinar P(X, .., 2X)= 0,95 


rd 


Demonstra-se que (V2x2 — 24 -1):N(O, 1) 
24) -2p-1=2Z, “ algi=Z, +JW-I 


É = Ls = 1.64 


x =>(-1,64+ 2311) ="37,283236 


x =18,642 
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fi | 
STE | 


9 =50 —> Determinar P(A, < x) = (1,95 


5) — 


6) 0 =5[2. +61 


0,95 


Ke =—(1,64+2:50-1) 


Xi; =67,1629 


O resultado correto calculado diretamente é 67,5048. 


Aditividade do x 


. . . . RE f > noi: 

Uma importante propriedade da distribuição X é sua aditividade. A soma de duas 
variáveis independentes com distribuições X com &; e À» graus de liberdade é igual a uma 
variável também com distribuição X' com &, + q» graus de liberdade. 


Distribuição de (ki uy 


Consideremos n variáveis aleatórias normais X, independentes e todas com a mes- 
ma média u e a mesma variância o”. 
HEM IS 1,2, args 
E) = 
Veremos qual a distribuição de > (x, — js 
i=1 
Hi 


Dividindo-se o segundo membro por o” e multiplicando-se por o”, temos: 


S(x-u) =oº [22 +2)+..+22) 
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mM 


Dlu-u) =0".25., 


=] 


(EA) 
Ou rpm Mui 


16.2 Ce TH para a variância o” de uma população normal 
com média 4 conhecida 


Vejamos inicialmente a estimação da variância o” de uma população normal com 


média conhecida. 


lx 2 
Retira-se uma amostra de tamanho n e calcula-se s” = =x = H) 
n& 
i= 


Sendo a média conhecida, esse resultado é mais preciso do que se usasse x 


RMB) 


Faremos agora o IC para o” ao nível a%. 


P(xi <xi<xi)=I-a com gG=n. 
Com P(y' <xi)=> e P(y'2xi)=+, 


É SS 
NI k pll-e!2)% 


di 
ki =X p=n(a/2)% 


Pau) 
Por Ss Sã: =|-a 
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df E 
(x —u) n a 
ns =otcxi= (nn) 
i=1 
E ; 
(x—u) 
gg” < i=] - 
Xi 


DE o ) 


Também =| -— XE 
0) 
D(x—-u) 
=] - <O? 
ka 
lu) E) 
P4 El <g' <= =]-a 
AX, A, 


t 
” 


Como > (x, —u) = ns?, temos: 


=| 


Teste de hipóteses 


ENE 
H:ocix£o, o c'>0; ou 


: E 
Definimos KX E = 


2 
RS 


Pd 
x calo (02) 


ou 
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Exemplos 


|. Sabe-se que o tempo de vida de certa lâmpada tem distribuição aproximadamente nor- 
mal, com média de 500 horas e variância desconhecida. Uma amostra de 25 lâmpadas 


25 


forneceu > (x = E y = 62.500. Construir um IC para o” ao nível de 5%. 


j= 


Fw) 


x = 4259754 = 13,1197 
X2 = a = 40,6465 


Usando a fórmula 1 do IC, temos: 


* 62.500 » 62.500 
SOS =, 
40,6465 13,1197 


P(1.537,65 < 0” < 4.763,82) = 0,95 


2. De uma população normal com média 300, levantou-se uma amostra de 26 elementos, 
obtendo-se: 


26 


S(x—u) =129.000 


I=1 
Ao nível de 5%, testar as hipóteses: 


H,: 0” =3.600 
H,: 0º <3.600 


» 129.000 
Á cale fia 3.600 
4 =26 


= 35,833 


Xi; = Rs =15,3792 


1539/00. “Ki 


Como %:...> X.. não se rejeita Hh, isto é, ao nível de 5% não é significativo que a 
variância seja diferente de 3.600. 
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16.3 ICeTH para a o” de população normal com yu 
desconhecida 


Distribuição de (xi x) 


H 


Da mesma forma como foi feito para a distribuição de > (x, — | E demonstra-se 


i=I 


Ei 
2 S apa es A Das ACE é sao 
que ba? —X) tem distribuição relacionada à distribuição X com (n — 1) graus de 
=] 


liberdade, isto é: 


1=| 


; (n—1)s 
A eret o 
IC para oé 
pede Ta Ra ou 
Ko Xi 
(x, —3) Dx —=) 
PE <o se =]-q 
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TH para o 
Ho o 
Ho" = o; ouo> a eco<ag, 
(x, -x) 
2 i=l 
À calo ei ” ou 
Co (o), 
o (n=1)s? 
qu o Ea 
(o; 1H 
Exemplos 


|. Sabe-se que o tempo de vida de certo tipo de válvula tem distribuição aproximada- 
mente normal. Uma amostra de 25 válvulas forneceu x = 500h e s = 50h. Construir 
um IC para o”, ao nível de 2%. 
nR=Zs 


di E ap = 10,8563 
KÉ = Yu = 42,9798 


242.500 » 242.500 
<o'=< = (4 
42,9798 10,8563 | 


P(1.396<0? <5.526,74)= 0,98 


2. Avaliou-se em 240 kg o desvio padrão das tensões de ruptura de certos cabos produ- 
zidos por uma fábrica. Depois de ter sido introduzida uma mudança no processo de 
fabricação desses cabos, as tensões de ruptura de uma amostra de 8 cabos apresen- 


30 Estatistica básica 


taram o desvio padrão de 300 kg. Investigar a significância do aumento aparente da 
variância, ao nível de 5%. 
n=8 0=7 
s2 =(300) = 90.000 
»  (n-1)s” 7:90.000 
2 e e 
1) Fe (92) — 57.600 
H 
X caio =10,938 
%5 = Xi, =14,0671 


H,: 0º = 57.600 
H, 0º >57.600 


14,0671 


2 
Fe 


Não se rejeita Ho. Ao nível de 5%, o aumento aparente da variância não é sig- 


nificativo. 


Exercicios resolvidos 


|. De uma população normal com média u = 20, levantou-se uma amostra de 24 ele- 
24 


mentos, obtendo-se Sta -— y = 423,42. Ao nível de 10%, construir um IC para 


i=I 


a variância populacional. 


Resolução: 


Xi = Per =13,8484 


xa = Kas = 36,415 


423,42 2 423,42 
36,415 “13,8484 


|-0,90 


P(11,628< 0º <30,5754)=0,90 
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2. De uma população normal X com média 1.000, levanta-se uma amostra de 15 ele- 
mentos, obtendo-se > lg — u) = 200. Ao nível de 1%, testar. 


HO =8 G=15 


Ho >8 Ka = =25 


Fw) 


p 
x cale 


não se rejeita Ho , isto é, ao nível de 1% é significativo que o” = 8. 


3. De uma população normal levantou-se uma amostra de 10 observações, obtendo-se 
os seguintes valores: 10, 8, 15, 11, 13, 19,21, 13, 15 e 14. Sabendo-se que a popula- 
ção tem média u = 14, construir um IC para a o” populacional ao nível de 5% e, ao 
mesmo nível, testar: 


H,: 0º =3 S(x—u) =(10-14) +(8-14 +... + (14-14) =139 
i=] 

Hot as 

Resolução: 


a EA? nd = 5,047 
X5 = Xau = 20,483 


P(6,786< 0º <12,809)=0,95 
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RC | : 
E x2=3,247 
x2 =20,4832 
E 139 
20,4832 de = = 46,333 


“4 


Comoy.. e RC, rejeita-se Hh , isto é, a 5% é significativo que a o” seja diferente de 3. 


de 
calç 


- À variância de 10 lâmpadas elétricas produzidas por uma fábrica é de 120 horas. 


Construir um IC para a variância de todas as lâmpadas da empresa, ao nível de 
90%. 


Resolução: 
n=10 0 0=9  a=10% 
s” = 120º = 14.400 
VÊ = os, = 3,325] 
Ê =% ou = 16,9190 
FG) 
9-14400 —, 9-14.400 
—[D—— 4g E 


<o < = 0,90 
16,9190 3,3251 


» É (8.004,94 < 0? < 38.976,27) = 0,90 


. Observou-se durante vários anos a produção mensal de uma indústria, verificando-se 


que essa produção se distribuíia normalmente com variância 300. Foi adotada uma 
nova técnica e, durante 24 meses, verificou-se a produção mensal, constatando-se 
que x = 10.000 e s” = 400. Há razões para se acreditar que a qualidade da produção 
piorou, ao nível de 10%? 


q 
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Resolução: 
Ho: 0º =300 n=24 4 =23 s? = 400 
H;: o” >300 
Fw) 
e 23: 400 
cale 
RC 300 
10% Xi =30,667 
x Mi = si = 32,0069 


32,0069 
; 

Como Ka < x —s não se rejeita F , isto é, não é significativa a queda da qualidade da 

produção com a nova técnica apresentada, ao nível de 10%. 

. De uma população normal com média desconhecida, levantou-se uma amostra casu- 

al de 21 elementos: 

L, É ds Se RR 5, Sp 4, 4, 4, 4, À, 4, > > cs 5, 5 6, 6. fe 

a) ao nível de 10%, construir um IC para o”; 


b) e, ao mesmo nível, testar se a variância populacional é menor que 4. 


Resolução: 
a) n=2] 
21 21 | : 1 85º 
x,=85 x? =387 s=—|387—-—— | sº =2,148 
i=] i=1 20 21 


IG)  gS=2,148 


Xi, =X o,9s%, — 10,8508 


X5 = Nos = 31,4104 


20:2,148 — 
31,4104 10,8508 


,»  20:2,148 
2 | =0,90 


8] 


P(1,368< 0º <3,959)= 0,90 


306 


Estatistica básica 
Ho =4 
b) | Ad 
H,: o“ <4 
fg) 
4 =20 
20-2,14 
o ie = SP -to 140 


4 
= na = 124426 


12,4426 
X E 


a 
da 


É CR ' F F a * - = P 
Como XX. <X. Tejeita-se Ho , isto é, é significativo que o” seja menor que 4, ao 
nível de 10%. 


Exercícios propostos Respostas 


O tempo de vida das lâmpadas da marca X tem distribuição aproximadamente 
normal, com média de 1.200 horas. Uma amostra de 16 lâmpadas forneceu os dados: 
1.200, 1.100, 900. 1.250, 1.300, 1.290, 1.100, 1.060, 1.180, 1.120, 1.160, 1.140, 


1.190, 1.110, 1.100 € 1.220 horas. Fazer um IC para a variância da população normal 
de 10%. 


. De uma população normal com média 4, levantou-se uma amostra casual de 21 


elementos, obtendo-se 1,2.,2,3,3,3,3,4,4.4,4,4,4,5,5.5.5.5.6.6, 7. Ao nivel 
de 10%, construir um IC para a variância o” da população. Ao mesmo nível, testar 
que a variância seja menor que 3. 


. Queremos estimar o” de uma população normal, da qual desconhece-se a média. 


Para isso, usamos uma amostra casual de 5 observações: —1,33: 1,28: 0,62: 0,70 e 
0.10. Ao nível de 2%, construir um IC para a variância populacional. 


. De uma população normal X com média desconhecida, levantou-se uma amostra 


0 20) 

de tamanho 20, obtendo-se > =114 e x = 846. Ao nível de 10%: 
i=] i=] 

a) construir um IC para a variância da população; 

Hyo*=18 


b) testar as hipóteses : 
Ho is 


- De uma população normal com média desconhecida, levantaram-se 24 observações, 


obtendo-se > x, =480 e > = 10.060. Ao nível de 10%, construir um IC para o” da 


população. Ao nível de 5%, testar que a variância populacional seja diferente de 16. 
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16.4 Resumo 
1. IC para a média de populações normais com variância conhecida e para proporções: 


a) P(x-Zo,<u<x+Z,o,)=1-a 
b) P(b-Z,o,;<u<P+Z,o)=1-e 


2. IC para a média de populações normais com variância desconhecida: 
a) n<30, usa-se ! de Student com q =n- 1. 


Pilxat,s.j<uj=l-a 


b) n> 30, usa-se a distribuição normal. 


P(|x+Z, es. |<u)=I-a 


3. IC para o” de populações normais: uso da dr 


2 2 

RS Hs 
P| -<0"< ef=i-a 

ko k1 


b) wu desconhecida: p=n-—1. 


a) u conhecida: É = nn. 


CAPÍTULO 


e ça Testes de aderência e tabelas de 
' contingência 


17.1 Testes de aderência 


Consideremos um experimento aleatório onde: 
k — categoria de provas ou classes; 
— frequência absoluta observada da i-ésima categoria; 
— frequência absoluta im ia i-ésima categoria. 
A : (o, —e,) 
Definimos Xo=(e-)-p O » onde p é o número de parâmetros a serem 


estimados. 


k 
Como necessariamente >. e, = » o, =n, temos: 
is j=l 


Por meio dessa expressão, podemos realizar testes que permitam verificar se os 
resultados práticos obtidos em um experimento aleatório seguem uma determinada 
distribuição. 

No teste, só há uma região de rejeição à direita, pois quanto mais próximo for o; de e; 
portanto mais próximo ao zero (à esquerda da X”), mais perfeita será a aderência testada. 
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Faremos testes de aderência para verificar se determinados dados seguem uma 
distribuição de probabilidade, como binominal, Poisson ou normal. Podemos verificar 
também se há distribuição de familias por classes de renda, por exemplo. 


Ajustamentos e testes de aderência 

Apresentamos um procedimento para efetuarmos um ajustamento e o teste de ade- 
rência desse ajustamento: 

|. realiza-se um levantamento da amostra e ordenam-se os dados; 


2. observa-se o tipo de distribuição e propõe-se um modelo para a distribuição: 
binominal, Poisson, normal etc. 

3. estimam-se os parâmetros de que dependem essa distribuição proposta; 
com estas estimativas, executa-se o ajustamento, verificando quais seriam os 
valores esperados, com base nessa estimativa, isto é, testa-se a aderência, verifi- 
cando-se se é possível admitir que os valores observados seguem a distribuição 
proposta. 


Um dado é lançado 120 vezes, obtendo-se os resultados: 


Testar a hipótese de que os dados sejam perfeitos, ao nível de 5%. 


H,: O dado é perfeito (honesto). 
HH, O dado não é perfeito 


Nota-se que as hipóteses são qualitativas. 


Como por HH o dado é perfeito, deveremos ter como e, = valor esperado de cada 
sh | ] 
face 20 vezes, pois as faces são equiprováveis e p= E a ris 20 vezes cada 


face. 


n 
Ê 3 O. 
Faremos a tabela para determinar o X ca = 3 — n usando H, e n = 120: 
e 


j=1 “E 


So Estatistica básica 


X ca =125—120 X ca 5 
Rea rw) 
p= (Ko 1) 


k = 6 classes 

P=(Q (não é calculado nenhum estimador) 
4-6-1-0 qd =5 

x: — A = 11,0705 


11,0705 


2 


POR 
Como Xi < X., não se rejeita A, isto é. ao nível de 5%, podemos concluir que o 
dado é perfeito, honesto. 


Também podemos verificar se duas amostras são de uma mesma população, ou 
seja, se seguem uma mesma lei (a lei específica não está em jogo). g 


A distribuição percentual de famílias segundo classes de renda de um certo pais, 
em 1960, foi dada no quadro a seguir. Em 1970, foi tomada uma amostra de 200 fa- 
mílias, cuja distribuição pelas classes de renda foi: 14, 24, 20, 22, 24, 52 e 44, respec- 
tivamente. Verificar se. ao nível de 10%, houve mudança na distribuição de famílias 
por classes de renda. 


Z 
| 


0 
3 


4. 3. 


| Ho: a distribuição das famílias por classes de renda não mudou de 1960 a 1970. 


H,: houve mudança na distribuição de famílias por classes de renda. 
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Com KH, constrói-se e. 
e; = % de 200 


ET 
z E e 305,35 11 


Wu = =5 4 -n=305,3811- 200 


i=1 E 


dei = 105,35 FO) 


k=1 p=0 
p=k-1-p=7-1-0 
y = 6 

= 10% 
ma Xi = 10,6446 


Como xi > X » rejeita-se Ho, isto é, a 10%, é significativo que houve mudança 


na distribuição de famílias por classes de rendas. 


b | = A = 

17.2 Tabelas de contingência 

São tabelas de dupla entrada construídas com o propósito de estudar a relação entre 
as duas variáveis de classificação. Em particular, pode-se desejar saber se as duas variá- 
veis são relacionadas de algum modo. 

n 2 F F RR nr = Ee o 

Por meio do teste X'. é possível verificar se as variáveis são independentes. 

Se r = número de linhas e c = número de colunas, então o número de graus de li- 
berdade é Pp =(r- I(c— 1). 


No Congresso Americano, grupos de democratas e republicanos votaram em um 
projeto de interesse nacional como está na tabela abaixo. Ao nível de 5%, testar a 
hipótese de não haver diferença entre os dois partidos, com relação a esse projeto. 
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[Ho: As variáveis são independentes (votação e partido). 


pe Du [mp 
—E a 


(H; Não são independentes. 
Os valores do quadro anterior são os observados: o; 


Determinação dos e;: 
2 
dat . — Na se são independentes por Fa. 
A04 E E 


= 
P(DNF)= “ta, a 2488 
404 404 
e =n P(DNF)=404-0,2488=100,495 
204 203 204 203 
P(R)="— P(F)j="">P(ReF)=>—:>—=0,2537 
a O A 


e, = 404:0,2537=102,505 


139 
E mais ms 
P(C) P(1)= AA 
a 139 
P(DN 172 “=404-0,1729= 69,844 
( o o og 029 e, =404-0,1729= 69,8 
204 139 
P(DeO)=]|—-=*=0,1737 “=404-0,1737 = 70,188 
De e, =404-0,1737 = 70,18 
203 62 
PDel=22. =007 e =404:0,0771=31,154 
404 404 
Qu de e =404-0,0775=31,307 


P(Re À rr MA 0775 


De posse desses valores, formamos o quadro que se segue, com os devidos ajustes 


de arredondamento: 
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| 


aos | ama O 


“Nac = 9,088] 


> 


Cc=3 
à 0-D)G=i-? 
0=5%  Y%=Xw=5,9915 


SO) 


à 


K culo 


Rejeitando-se H .. ao nível de 5%. podemos afirmar que os políticos não votaram 
independentemente da orientação de seus partidos. 


Obs.: Quando q = 1, o teste não é tão eficiente como nos outros casos. Yates suge- 
riu que fosse feita uma correção de continuidade: 


pi 


À (lo, —e, 
A ate E =51— — 


Exercícios resolvidos 


|. Levantou-se uma amostra de tamanho 100 em que se observava a altura das pessoas. 
Realizar um ajustamento desses dados a uma distribuição conveniente e testar a ade- 
rência, ao nível de 2,5%. 


atá Estatistica básica 


TT 
Co epis [o 1 
Disp | nn 

Ee 


175 -— 180 


195 |-— 200 ] 
E» 


las Jos 162s lof3 EFRZS LEIA Jo ASS ISS 15/S 
Analisando o histograma acima, concluímos que tipo de função se ajusta aos dados. 
Ajustaremos uma distribuição normal. 

H,: os dados seguem uma distribuição normal. 
E ;: Os dados não possuem distribuição normal. 


Como H, não especifica quais são os parâmetros 4 e o”, é necessário estimá-los. 


Pe 4 a A = e a a RS 
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X;O, 17.6 
2,5% ISOS rm 


x = 
n LO0 


n=1 


s2? =202,1692 > s=14,2186 em 


de aderência e tabelas de c 


= pato-s1500- (GSE) 


ontingência 


00 


s=0,142186 m 


Verificaremos se os dados têm aproximadamente uma distribuição normal com mé- 
dia 1,76 m e desvio 0,14 m. Verificaremos quais são as frequências sob H, X: N(1,76: 


(0,14). 
-— 1,76 1,55— 1,76 
7-2 2 A Ro 7 me Os 
id E 14 ai 0,14 
Zw=-LI4 Ze =—0,79 Zip =— 0,43 
Z,,=-0,07] Z,=0,29 Z w =0,64 
Z1,99 =1,00 Los =1,36 Z3,00 = 1,7 


P(150--155)= P(-1,86<Z<-1,5)=0,468557 — 0,433193 = 0,035364 


Devemos calcular da mesma forma as probabilidades de todas as classes, o que está 


lançado no quadro seguinte: 


Classes 


Prod | 
réoprtós [os O [8/5 [1 
neo [im | O [el nO | 
pos E o e pe 


ASI re 141995 | E 
o aa E ERR a 


185 ass 190 190 | 0,1024310 102431) 10 | 10) 


2,4000 
1,2308 
| 0,0909 — 0909 


Casos [aro [5 [sa | [rá 


195200 | 0,0483282) 4 | 2] 5 
z Ds fa 


1,800 
13,4125 
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Estatistica basica 
Calculamos X e sp =2 FO) 
k=10 | 


G=10-1-2 “. 4=7 
Xe = 42,5% = 16,0128 


EE 


RNR 
97,5% 


16.0128 


E 
Acnlê 


Como Xi. <X« . não se rejeita Hh , isto é, a 2,5% podemos aceitar que os dados 
sigam uma distribuição normal com média u = 1,76 cm e desvio padrão o = 0,14 m. 


. Atabela dá a frequência do número de erros de impressão por página de determinado livro: 


Ajustar essa distribuição a uma distribuição de Poisson e testar a aderência do ajus- 
tamento, ao nível de 1%. 
Devemos estudar como se apresentará a distribuição teórica de Poisson com média 


p=. 
E ER 
ALI 0 sa DA SA 00 


710 e 
x="—=0,71 P(X = x)= 
TT = 


e“! =0,491644 = 0,492 


À =0,71 


Calcularemos as probabilidades de X: número de erros por páginas. Assumir os va- 
lores 0, 1,2,3 ou 4. 


=(0,7| 0,71 Q 
p(x=0)= ID (0,49) 

OL, 1 

p(x ==" "00 .0,54932 
OM.(0,71) 

p(x=2)= OI o, 
O7.(0,71) 

p(x=5)= 0 (6 0293487 
=[(1 71 

pl = 4) = EO) 008 


4! 
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64 0,13008 


= 0,2309 


D2 [mm [tm [16 | oia 
EI E A TT 
Caldo [os |» | som 

O O O 


= SADO 
Como calculamos X, então p = 1. 
Do = p=5=si- 13 
XX =X va 11,3449 


SW) 


99% 1% 


11,3449 


E 
Ácale 
Podemos não rejeitar Hh, isto é, os dados observados, o número de erros por páginas 
seguem uma distribuição de Poisson com À = 0,71. 


. Resolver o mesmo problema, testando HH: a distribuição dos valores observados 
segue uma distribuição de Poisson com 4 = 1. 


. Uma moeda é lançada 50 vezes, fornecendo os resultados: 


EE 
CA 


Ao nível de 5%, testar a hipótese de que a moeda não é viciada. 


FER p(face) = 0,5 a moeda é honesta, não viciada. 
H, p+ 0,5 a moeda não é honesta (é viciada). 


318 Estatística básica 


a Ra Es o e | | . ú É É | Ê qe 


ssa [es 


ÁS = (), 3 k E 7 
p=-2-1=1 
Como é = 1, usamos a correção 


= EE fQ)) 


plo — 
Xo = > 
=] 


Xi = Xi =3,8415 


2 
Kcale 
2 fs a ur a E ' E . . 
Como Xcic <Xu, não se rejeita Fl , isto é, a 5% de risco não rejeitamos que a moeda 
é honesta, não viciada. 


5. Deseja-se saber se o fato de uma pessoa ficar resfriada está relacionado ao fato de 
tomar uma certa vacina. Para Isso, levantou-se uma amostra casual de 100 individu- 
os, obtendo-se o quadro. 


| e MACA NG ARiadO Resfriado Não resfriado 
Ser vacinado 


| Nacinado Lo 2% o 


Ao nível de 5%, testar as hipóteses de independência entre as danificações: ser vaci- 
nado e ficar resfriado. 


Sob Ho: com independência entre as duas classificações, construiremos a tabela teó- 
rica de valores esperados. 


35 a 6 40 60 
V)=— =— =— =— 
PM = o ()=100 P)=10 (R)= 500 
Pedi E 


=0, 
100. 100 
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= 06 
“100 100 


0,39 


Independentes Do ge |] 


n= 100 
Calculamos 
4 + 2 2 
' flo, —e, |-0,5Y ([14-15|-0,5) . ([20-21|- 0,5) 
Ns =D, lg ot (umiscus (oco, 
= e, 14 21 


[25-26]- 0,57 | ([40-39]-0,57 
(US 1 O coorm8+0,0n19+ 


+ 0,0096 + 0,0064 = 0,0457 


“Xu 0,0457 


p=(c-D(r-D=(2-D:(2-1)=1 


UE =%e=38415 


SE) Estatistica básica 


fg) 


py 
K calo 


e) 2 e a . ' Es . . A . 
Como Xe <X e não se rejeita H, , isto é, a 5% não rejeitamos a independência entre 
as duas classificações. Pode-se dizer que estar resfriado e ser vacinado são indepen- 
dentes. 


Respostas 


Exercícios propostos 


|. Ajustar uma curva normal aos dados da tabela abaixo e, a 5%, testar a aderência do 


ajustamento. 
151 | 159 


159 | 167 18 


167 |-— 175 42 


175 | 183 27 
183 |-— 19] 8 


2. Durante longo período de tempo, os conceitos dados por um grupo de instrutores 
de um curso foram em média: 


A— 12% 
B— 18% 
C — 40% 
D— 18% 
E — 12% 


Um novo instrutor atribuiu 22%, 20%, 30%. 16%, respectivamente, de 4, B, C, De 
E, durante dois semestres. Determinar ao nível de 5% se o novo instrutor está agindo 
segundo o padrão de conceitos estabelecidos pelos demais instrutores ou não. 


3. À tabela a seguir mostra a distribuição em toneladas das cargas máximas suporta- 
das por certos cabos produzidos por uma empresa. Ajustar uma distribuição teóri- 
ca conveniente e testar, ao nível de 5%, a aderência do ajustamento. 
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| Carga máxima (toneladas) | & | 
9.8a 102 
10,3 a 10,7 

; 


10,8 a 11,2 
[1,3 11,7 
O at | 6 
[DO rosa pa 


4. Dois grupos, 4 e B são formados cada um por 100 pessoas que têm a mesma en- 
fermidade. É ministrado um soro ao grupo 4, mas não ao B (grupo de controle). 
Nos demais cuidados, os dois grupos são tratados de modo idêntico. Determina-se 
que 75 e 65 pessoas dos grupos 4 e B, respectivamente, curaram-se da enfermidade. Tes- 
tar a hipótese de que o soro auxilia na cura da enfermidade, ao nível de 5%. 


5. Na tabela a seguir, testar a hipótese de que não há relação entre o nível educacional 
de um indivíduo e o êxito no seu casamento, isto é, ao nível de 5%, testar a hipótese 
da independência entre as classificações. 


e, 


> Ajustamento no casal 
Nivel educacional 


Ensino fundamental fu [1 [un | 2% 


6. A um grupo de doentes foram ministrados soníferos e, a um outro grupo, pílulas de 
açúcar (placebo). Foi perguntado depois aos doentes se os soníferos tinham ajudado 
ou não a dormir melhor. O quadro de respostas é apresentado abaixo: 


== Dormir Dormiram Não dormiram 
Pilulas melhor melhor 


ES RESTIT 


Testar, ao nível de 5%, a hipótese de não haver diferença entre o fato do doente tomar 
sonífero e dormir melhor. 


7. A tabela abaixo mostra a relação entre o aproveitamento dos alunos em física e 
em matemática. Testar a hipótese de que o aproveitamento em física é independente 
ao de matemática, ao nível de 5%. 


Joe Estatistica básica 


TT Matemática Grau Grau Grau 
Se] alto médio baixo 


Gaao | 5 [| nº | 2] 
Gumédo fa fo | 
ET O O 


8. Deseja-se saber se a audiência de quatro emissoras 4, B, C e D não depende de suas 
programações, divididas em três tipos: musical, noticiosa e esportiva. Para Isso, levan- 
tou-se uma amostra de 200 ouvintes, obtendo-se o quadro abaixo. Ao nível de 2,5%. 
testar a independência entre a escolha da emissora pelos ouvintes e sua programação. 


Emissora 
Á 


Respostas 


CAPÍTULO 


+) Distribuição de F de Fisher- 
'» -Snedecor, IC e TH para 


' quociente de variâncias 


18.1 Distribuição F de Fisher-Snedecor 


a função definida por: 


xd x 4 
Eb) e e 
(6.9:) xd, Ko di 


onde q, e q); são os graus de liberdade de x; e a respectivamente, e as duas X” são 
independentes. 


l “a? 
Como sº =— (x, —x) E 
HH 


B 
Eli = a dei x). temos 


i=] 


É É 
3 E kX 
4 =0 "a E = 
P Ko “a A 
Substituindo-se na definição, temos: 
24.2 2: 
so 1 Ss O 
F(ó,. O, )=— Lo E =." 
On t)= di 


onde si e s5 são estimativas independentes de 0% e 05, respectivamente. 


Sed Estatistica basica 


Obs.: Se Xi, Xi, ..., Min, € Xi, Moo, .... Mon, são independentes com 


2 ==) 


> 2 2. Jal 
x, - N(u,,0; ) C S, e 
n,—1 
Mia 
então >— — F(m-— 1,m-—1). 
210; 
SD aê 
Como F( vo= 


| 
então r(o, a) = ———, O que resulta 
ú Ss O, 


2 2 


] 


F(d,. bo) “F(4,d) 


A função densidade de probabilidade de F é: 


4 +P, P| = +é>) 
(id) MD mo SE 
pie q Ata ay 
(Sr 6) P; P;, 
2 2 
Demonstra-se que: fp) 
F. =P (2) 
máx Ó, (4, +2) | 
FT Flu $:) 
A média e a variância da distribuição F são: 
ElP)=u, = d; , Se n>2 
Pro 
2 j | A 
VAR (F)= (1) m RilB HP) se n>4. 


Q, (4. ii 2) (4, o 4) 
Uso de tabelas 


Para cada nível a, temos uma tabela da distribuição H. A entrada na tabela é dupla e 
leva em consideração os graus de liberdade do numerador ($,) e denominador (Q,). 
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A tabela nos dá F.., fixados «a, 4, e À: nesta ordem: 
PE (PP) F)=a 


HE) 


F 


Exemplos 
|. Determinar E, tal que 
PAHO, 20) > Fay = 5%. 


HE) 


5% 


Fa = Fo = 2,5990 
2. Determinar E... tal que 
PiF(6,15)> Fa; = 0,05%. 
JF) 


5% 
2,1905% 


F.= ES =2,7905 


3. Determinar E... tal que 


P$F(10,20) > Fu) = 0,95%. 


Seo 


rs] Estatistica básica 


S(F) 
0,95% 
F 
E 
P4F(10,20) > F. = 0,05% 
FF 2387 
4. Determinar E. tal que P$H(8,10) < Fe = 0,01%. 
J(F) 
1% 
F 


F 


F(8,10) < F.. Os valores de F. que satisfazem esta relação satisfazem também 
| ] 
F (8,10) F: 
| 
F(10,8) = — 
(10,8)== 


E 


PiF(S,10)<F,|=P [r(08) > 7] =0,01 


E 


F | 
Er =S8 & E 


= =0,17 
| * 5,8143 


P(F(8,10)<0,17)=0,0] 


18.2 Intervalos de confiança para um quociente de 
variâncias 
|. PiF<SFW.P)<Fy=I-a 
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onde: 


F:P(F(d,4, )<F|= 
:PiF(dd,)>F,)= 


a 
2 
id 
2 


Da relação 1 obteremos a expressão do IC para 0/05: 


po > 

Ss O 
HST sh 

aidto 


Invertendo-se a relação, temos: 


E 2 
ss 4 si. 
3 E —es <= <— + — 
E o Ea H, 
2 
logo, a expressão para o IC para — é: 
2 


E) 3 3 
SR O 

P SS =|-a 
Sa ep O, 5 E 


Aplicações 


|. De duas populações normais levantaram-se amostras de tamanhos 9 e 11, respectiva- 
mente, obtendo-se s; = 7,14 e s; = 3,21. Construir um IC para o quociente das va- 
riâncias das duas populações ao nível de 10%. 


J28 Estatistica básica 


Temos; 
€ : SERIA 
2=7I4 ses À=2"=227 
| 


$=3,21 
db =n-—1=9-1=8 


4, =n,-—1=11-1=10 


5% 
5% 


F, F, 


F:PlF(8,10)<F+=0,05 


P E = 0,05 
F(8,10) F 


P |rúos) > | = (0,05 


| 


IPA 1 l 
Fos=— —=3,347 
Mo A 


| | 
Fo: PAF(8,10) 2 15) = 0,05 


| 
= (0,33 


po 


E =P =30717> 


2 
| 


p[22-0335 + 


2 
. 


nda 3347 = (3,90 
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. De duas populações normais, I e II, levantaram-se amostras de tamanhos 10 e 16. 
respectivamente, obtendo-se sj = 5,22 e s; = 1,69, respectivamente. Ao nível de 5%, 
construir um IC para o quociente das variâncias populacionais. 


Consideramos:  sj=16,9 m= 16 
Res n,= 10 
s 16,9 
— = = 3,25 = 
Ss Sa imo 
Po = 


Fai F, 


F,= P(F(15,9)< F)= 0,025 


o Sit I l 
FS =— .—=3,1227 
1d! Pg F. 


| 


F,=P(F(15,9)zF,/=0,025 


o ] | 
E =FS" =3,7693 — = = (1,27 
na: F, 3,7693 
P [3203-027 qo 323342) =0,95 


o; 
G: 


pjosts <10,08)=049 


IIO Estatistica básica 


18.3 Testes de hipóteses para quociente de variâncias 


2 
o 
HH > =k 
0, 
p) 2 2 
mc 0) o 
H:—*k; —>k o —<k 
0; é 0, 
2 2 3 e 
o Ss 1 0; 4 
onde k=|— Fa s|-| =.— 
O Ju Ss AO Jy S k 
Em particular, quando k = 1, estaremos testando a igualdade de variâncias. 
Ho, =6; 
H:oção: 0 >0; o 0 <0; 
Aplicações 


1. De duas populações normais levantaram-se amostras com as seguintes características: 


População A População 5 


n=21 | n=9 


Ao nível de 10%, testar as hipóteses: 


Es 
Ú 
H: — =1 
Ú 0; 
og 
H: Edi 
| 45 
g=s [a O = 645, - 


20 21 
! 6 
no O Ea BUD = 8.06 


Es) 
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FE =P(Bo <E)=0,05 


| | 
F=PlEos2—|=0,05 
| 20,8 z| 


l 


mod du 
E ie “ ——=3,1503 


| 


| 
F, = =2,447] F=0,32 


Como Ka > E. rejeita-se Ho, isto é, é significativa a diferença entre as variân- 
cias (07 % 05), a 10%. 


. Deseja-se testar ao nível de 5% se duas populações têm as mesmas variâncias. Os 
dados obtidos nas amostras são: 


n,= 10 s1 = 5,22 
no = 2] s5 = 16,9. Qual a conclusão fornecida pelos dados? 
g 
9 > Ho: 7 ==] 
Ho: o; =0; a Pa 
É : ou 2 E a 
Ho £o;) 0; 
iz; SA ad | 
O, 
sº 16,9 | Hi =3,231=3,28 


P=9 4,=20 
F=P(F, o <F)=0,025 


| 
h 


F =P(Fuo > Jo.os 


RN | 
PIS = = tm = 3,669 
| 


20,9 “E 


F =0,27 
E=Es =2,8365 


Como Fa E RC, rejeita-se Fo, isto é, a diferença entre as variâncias das duas popu- 
lações é significativa, ao nível de 5%. 


Se 


Exercícios propostos 


E 


Ei 
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Respostas 


A variabilidade no levantamento de impurezas de uma certa substância depende 
da duração do processo usado. Usando dois processos, um químico melhorou o 
segundo, esperando com isso reduzir essa variabilidade. Levantaram-se duas amos- 
tras, uma utilizando o primeiro processo e outra utilizando o segundo, de tamanhos 
26 e 13, respectivamente, obtendo-se s7 = 1,04 es; = 0,51. 

a) Determinar um IC para o quociente das variâncias, ao nível de 10%. 

b) Testar as hipóteses: 


2 


HO =0; 


Ho; >0;. ao nível de 5% 


De duas populações normais 4 e B extraíram-se amostras, obtendo-se: 


População B 
Exj = 497 


a) Determinar um IC para o quociente das variâncias das duas populações, ao nível 
de 2%. 


b) Ao mesmo nível, testar as hipóteses: 


e 


E q 


pão 


Ho; o: 


Ê 


Deseja-se comparar dois analistas quanto à precisão na análise de uma certa substân- 
cia que contém carbono. O analista 4 é experiente, e o B é novo no serviço, sendo, 
portanto, de experiência desconhecida. Os resultados obtidos foram os seguintes: 


A: =10, 16, -8, ii =. 5. =] | > 2, 2 da 16, =3, 40, O, =5, 16, 30, 14, ps 2d: 
B:-8.-3,90,22. 35.10 12122 & 


Em vista desses resultados, pode-se concluir que os dois analistas têm a mesma ex- 
periência no trabalho, ao nível de 10%? 


Obs.: O teor de carbono da substância analisada é conhecido, porém não foi infor- 
mado aos analistas antes da experiência. Com base nesse teor, foram calculados os 


desvios que permitiram medir a precisão de ambos (usar s” =— > — u)). 
n 
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18.4 Resumo 
Variável Calcula-se Condições 


ia bia o” conhecida 
eMi—hHo 


ICe TH para o desconhecida 
e E k (Lt — > com variâncias 
PRA desconhecidas e iguais) 


Lo, = Le, E-nu-l 


IC e TH para o quociente de 
variâncias (teste de igualdade de 
medidas) 


tt e ta desconhecidas 


pus E) 
ST = Ss 


Seu conhecido 
IC e TH para o” Se u desconhecido n-| 
x Teste de aderência 2o,= Le, (estimam-se p k—-1-p 
Tabelas de contingência parâmetros) (k: nº de classes) 


Respostas 


PÁGINA EM BRANCO 


Tabelas 


Tabelas de distribuições: 
Normal: N'(0, 1) 
Poisson 
Binomial 
t de Student 
X? de qui-quadrado 


F de Fisher-Snedecor 


PÁGINA EM BRANCO 


| 
4 


» Tabelas de distribuições 
Distribuição normal: MO, 1) 


PO<Z<7)=A 


O Z 


[a [om [om [om [om [os [om [am [ama 


| 0,90 0,3289044 | 0,331472 0,338913 | 0.90 
0,353141 | 0,355428 0,362143 | 1,00 
U,384930 0,3094350 | 0,3960165 O401475 | 1,20 
0,411492 | 0,413085 | 0,414656 0,417736 | 1,30 
E 0,419243 0426471 | 0,427855 0431888 | 1.40 


6] 
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% | 00 | 001 | 002 | 003 | 004 | 008 | 006 | 007 | 008 | 009 [| &| 


Ja | o atm [jr sa 
DE TE a [oa [o [im 


E 
a [ora [oa os os oo uno ua ua us un 
a ss Jo o oo o o a [nr 
om fu jaja DE 
[oe 


E 


Eh 


SO 


240 


2,50 


a] 


0,497197 | 0,497282 


0,498605 | 2,90 


0,4909289 | 3,10 


Fed 


3.20 


499828 | 0,4099835 | 3,50 


E 


E 0,499968 | 0,499970 0,499972 | 0,499973 | 0,499974 | 0,499975 | 0,499976 | 0,499977 | 0,4990978 


a [ooo [sm uma 


Distribuição de Poisson px=y= o 


EEE ESSES 


o Tso [oito [ans [agro | anão | 105 | os | or | amor | orsio | onia | nas | oia [| coma | ori | cora [amos 
EI [osso | css | soa | sro | asas | nor | anai | ias | sé | ri | os [asc [aa | os | cre | or [anos 
2 | ooas2a | or6sos | orssio | issodo 
EEE 000151 012636 | 061313 REA 140374 052129 | 028626 
4 | 000004 | 000055 | 001580 | 015329. a 090224 “[issiz | 195367 | 189808 CARE 26 | 05725 [or] 
[5 on [nor [os [cs [ont nas o | intro zo ca [or | su? [nós | iara [asd [ogro [a 
Rm aa mg 
| 8 | 000000 | 000000 | 000000 | 000009 | 000142 | 000859 | 003106 | 008102 | 016865 | 029770 | 046330 
| 9 | 000000 | ooo | ooonoo | ooo0ot | 000024 | 000191 | 000863 | 002701 | 006559 | 013231 
o | o0000-ononso | anooo- [ooo | ooo on | o0o216- [00810 onz3s | 0525 [n0sas [orais [ossos [ses [ossas gs raso 
— aca CCC 
AAA Aa Ea E REE A 
[is [osso | oo | ooo | ido [000 | Geodo- | oba | ooo | ans? | 00157 | 005s3- [anii [si [oia [261 [osstG- [oras [15 
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Distribuição binomial 
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Distribuição binomial 
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Distribuição f de Fisher-Snedecor 
(continuação) 


P(F > Fo) = 0,01 
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P(F > Fa) = 0,025 


pa/ uu [15 | 16 [17 [18 [19 [2 [25 | 30 | 4 | me 
ss ne one co [o [a | [o ns mo 

E sc | ni | as | o | | nro | ot | cs | rg | a | vo | au E 
[o [o [ao [a [a [us [eo [o [ts [oe [2 E 

| ass [gem | ot | asa | ao | est | ass | aa [ms | ass | ans [5 

[e [ ss [ sz [so [ssa [som | so [aa | sro [ as | ams | om | as 
o [o [o | | [ [te | [e 3 [ sm 
[E [seo [ ao [aa | aos [ aa [ans [som a | as 
o o [a [e [if se 5 IE ES 
ER e [o [me [a [se ae [e EE 
a [a [is [e ir pe | e [is CIEDES 
 FOEScaraca DE 
[| o | ae | ue | ao [aa [2 [a E » [= fe 
qa [is [a [am [aa [om [a | ES 
DEDEME IRES 
[20 | 26030 | 25731 | 2,5465 E 3 
Cu [ 2564 [as [ am [ 3 o 
[rs [se [e sm [om IES 
DEDE EE E EE » [zo [ a [us [ o [imo [a 
| so [ so [tom [o [ao [amo [o [a | ae [us | am 
[a | ass | as [ asi [ao [avo | sos | axo | ana | aa | sv [ee [ o 
ps [om [a [se [a [a [so [a [su [ 2 [ts [om [o > 
Ee [tom [ion [sm [ae [ae [ae [a [ao [amo [ma [sm [me [a 
DEDEDES am [imo | ae | me | ae [ es [a 
BODDaaE a [ 11 | nao | ras [155 [usa [o 
os [su | [13 [nos | sr [1a | o | 


o 
a 
Cro 
aa 
Er 


= 
[um 
ao 
Ed = 
4 
[me 
E] 
ad 


dE 


Tabelas de distribuições 353 


Distribuição f de Fisher-Snedecor 


P(A > Fa) = 0,05 
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[so [sao [os [a [ao [im [io [as [em [o [0 [ 
pa [a [sem [o [o [no 


o [em [a [sm | 


ad E 
“ad 

> 

tam 


Les 
ES 


t+ 
un 
Lad 
E 


eat 


Ê 
[) 
É 


Li 
E 
Id 


2,2033 241840 2,16657 


 FAIE 
a [um [as [mo [am [3 


ENE: [emo [o fa 
[ee uso [ ai | nr [oco [nr [19 | 1966 [noto [iss [1 
o ss | am [mo [ao [a | am | | or e | a [or 
[sum [amo [ae [amo [ao [ae [amos [iso [im [um [os [im 
ac [ai | os [aos [nom [asa [ 15 | ms mo [rss [iam [1 


[e [2 | os | os [ao | ao [nm [ram [ uai [vs [rar [ 186 [1 

Cu [ aus [ao | on | em is | tro [ssa [non [raso | ra | aaa [res 
[| aos | an | nom | to | iso [ sa | novo | tais [ uso | no | 1 [ uz 
[3 | 2 | aom | tn [non | 19 [1 [uso [ ra [uso [io | 13 [uso [3 
[ão | ns [ is | se [na | ta | uso [noso 18 | 1 | ra [ ro [ 15 
[8 nas | iai [ss [ua | ra [os [iza | nm | usa | um | 15 [rm 
o [1 | 11 | as [122 | ir | ui nero [ts | sta [sia [a us 


Rad 
pi? 


Tabelas de distribuições SD 
Distribuição f de Fisher-Snedecor 


P(F> F)=0,10 


10% 


Ci dE E E E EEE E E E Sms 
no | oo [sm [so [130 | o | ns | mem o | no | ra tm [ss 1 
E ess [so [at [ass [ss | ass | ss | ss | 230 | sat [nt [nur [nus 
[o | sm [as [ sa [53 [23 | sau [ so | 7 [5200 [sm | asso [ sto [2 5] 
[ás | as | ai | ar | as | atom | somo | 355 | a | 3a | 330 [36 | sa 
DO = [3 [oo= [p= [ ss» [pm [poe [ses [po [pm [soe [o [as 


dad 
ta 


so 


&2 


DE 
o [a [nm 


om [om [ue 


o [tr [im [o [ec [57 
o [o [ai [a [2 a [5 [Se [30 [um [o a io [o [1 
a [ao [sm [om [is [ia [im [iso [ss [ atã [rs [1a 
E [eso [as [2360 [ramo [2 ai [sm [197 [rss [uso [1a 
[5 eos [st [a | 2a | an [a [ao [a | [100 [ao [ua [a 
[as [| es [2500 [ass [2a [anvo [ om [om [om [not | os | aco | uso | user [5] 
o [as [2 [asma [ai [ai [as | 1x | 17 | 1506 | 1 [180 [us [1 [7 
[so [as [a [am [ima [am [ima [ma [us [as [aa [um [mo 
Pe [25 [251 [230 [aum [aaa [ao | ai [to ns | rasto [ra [ra [17 [3 
Cs [ao | se [as | sr [ama [ou [a | un [ua [us [o [om 
2 | sm [ as [ as [21 | ans 16 | 10 | 1 1 6 | nt [ 1 e [3] 
pe ao [o [am [au [ae [o [1 [ua [o [us [ame [is [1 [a 
DEGEZEICDE su [ioo [ups [um [e [a [7 
957 | un | a [ ass | tosa [1 [1 2 | 195 | it [raso [7 
[o [a [sm [ro ía [a [o [1 [im [im o [o [10 [a 
| Es | 210 | ato 105 | rs ir is | na in | o | nisi [e 


SSB Estatistica básica 


Distribuição F de Fisher-Snedecor 
(continuação) 


P(F > Roj= UI 
10% 


N/D 


Err 
61.0726 | 61,2204 | 61,3500 | 61.4646 || E 26: 62,6878 | 63,007] 
5.192 | 


sl443 | 3 
3.853] 38174 3.7952 | 3,778 

380 | 3,2303 | 3.2234 | 32172 3,1263 
| 2.8626 2.848 27463 
2,6230 2,6074 | 2,6008 | 2, 2,497] 
24545 4380 | 2, AZ46 | 2, g 320 
2,3295 3123 | 2; 27 4 2,1892 


22438 | 22330 2.0869 


2.1563 2.1380 2.0050 
2.0419 20227 
1.9281 | 1,9175 | 1,9079 | 1,8992 


L9117 | 1,8997 


| 1,8868 | 1,8747 
1,8647 | 1,8524 
1,8588 1.8325 | 18214 
1.8146 | 1,8034 


| 1,7984 | 1,787] 
1,7837 | 1,7723 
1,7587 | 1,7483 
1,7358 


Ph 

E 

no 

=) 
[a 


| 


ta 
[ad 
a 


| 1,8704 


| 


18889 
1,8638 


1,8702 


1.8539 


183514 | 18224 


18414 
1,8022 
1,7840 
1,7675 


18113 
1,7932 
1.7768 
Eto19 


23 ] 
24 | 1,7974 17703 
1.7853 17579 
26 | 1,741 17466 
27 | 1,7638 1.736] 


| 


1,7 


bd 


1.7463 
1.7349 | 17243 | 1,714 
1.7243 17040 
17264 | 1,7146 | 1,7039 | 1,694] 
17174 | 17055 | 1,6947 | 1,6849 


1.7223 | 1,7090 | 1.6970 | 1.6862 | 1,6763 


| 1,6778 | 16624 | 1,6486 | 1.6362 | 1,6249 | 1,6146 


16269 | 16108) 15884 | | 


1.5731 | 1,5566 | 1,5418 15160 


5 
- 


1,7157 


E 


1,6000 
1,5283 


E 


* Respostas 


Capítulo 1 
Exercícios propostos 
| QO=f(cco),(cer), (creo) (err); (rec) (re), (rre) (rrr)+. 


a) 
b) 
Cc) 


A =i(ccc),(rrr)+. 
B=tf(ccc).(ccr),(cro),(crr).. 
C=t((er9, (ren). 


2. Q=((Ahh),(Ahm),(Amh), (hmm), (ml), (mhn), (mmh), (mmm)+. 


a) 
b) 
e) 
3. a) 
b) 


c) 


d) 


b) 


A=+(hhm),(hmh),(mhh)). 
B=Q-(mmm). 
C=9-i(mmm).. 


B=!y<x=1(10,5),(15,5).(20,5),(25, 5),(30,5),(15,10), 
(20,10),(25,10),(30,10),(20,15),(25,15),(30,15),(25, 20), 
(30, 20).(30, 25)). 


C=tx=y-10:=4(5,15),(10,20),(15, 25),(20, 30). 
D= = < O] = [(5,5),(5,10),(10, 5)). 
ANBNC. 

ANCNB. 
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c) ANBNC. 
d) AUBUC. 


e) (ANBNQU(ANBNOU(ANBNO) . 

Db ANBnC. 

2) (ANBNOU(ANBNOQU(ANBNCO) . 

h) (ANBNOQU(ANBNOQU(ANBNOU(ANBNO . 


DD) (ANBNC). 


Capítulo 2 
Exercícios propostos 


|. Demonstrar que (ANB) e (ANB) são mutuamente exclusivos e depois aplicar 
o Teorema 4 (página 13). 


» a 2. bp 2 
124 124 
3 DD 019 b) 0,49. 
C) DU? 
4. a) 0,65. b) 0,02. 
c) 1 
Sa E, bd 2. 
65 91 
6 É bp Mr=D 
n no 
mo 
105 
Sd. a) Es b) 22 
850 425 
Cc) 169. 


20. 


gl. 


oo | to 


19 

55 

a) 0,1296. 
c) 0,1681. 
Ei 

16 

0.488. 

e 

16. 

a) 0,89783. 
c) 0,88338. 


c) 


ho | 


bye 


b) 29 
30 


b) 0,1944, 


b) 0,36326. 


l 
By =. 
3 


Respostas 


SO 


25. 


24. 


EI, 


26. 


uz, 


28. 


29. 


31. 


Sa: 


ao. 


Estatistica básica 


a) 0.00856. 
e) 0,0729. 


a) 0,35/507. 
c) 0,870279. 


23 
50 


a) a) 0,01498. 
b) by) 0,33333. 


a) 2 


0,06788. 
31 
70. 


É 
: 


a) 143. 


213 


a) 0,80. 
c) 0,24. 


A: 7,84%, B: 3,92% e €C: 0,98%. 


72 


219 
1.400 


0.954. 


a) 0,380. 
c) 0.036. 


a) 0,00127. 


c) 0,53 1441. 


b) 0,91854. 
d) 0,40951. 


b) 0,162562 


a) 0,14985. 
bo) 0,71429. 


b) -. 
5 


bp 2 
315 


b) 0,68. 
d) 0,75. 


b) 0,120. 


b) 0,999999. 


38. 


20%. 


4-4: 


0,14286. 


card, avo 16) Pa. 


Capítulo 3 
Exercícios propostos 


E 


Io 271343 


curas 


Cl. 


3,15 pessoas; 126.000 pessoas. 
—230,00. 


a) 0,003619. b) 73 pacotes. 


c) 47,69. 
—64,00 


Hespostas 
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sb 


20. 


EA a 


PEA 
2s, 


24. 
2o. 
26. 
27. 


Estatistica básica 


b) —0,74. 


n+l nº —l 
1 : 
2 12 


a) 38. 

a: 

R$ 10,00. 

R$ 75.600,00. 
Jezo, 

0 e2. 


a) 28€e 1,9. 
c) 0,28. 


0,4694. 
097eY=-2X. 
a) 0,68. 


a) —5,5. 
c) O. 


b) 0,6; 0,6: 0,24; e 0,24. 


d) 0,25. 


54€e 0,4. 


5.22 e 3,012. 
a) 3,85 e 1,48. 


1,40. 


a) 4, usar E(X + NV = HM) + EM). 


b) 4. 


c) 


b) 


b) 
d) 


b) 
b) 
d) 


c) 


b) 


b) 


PRE 


18. 


0,56 e 0,49. 
DI 


1,2 e 0,36. 


0,059. 


3,78e 541. 


28. db) 21 
19 
29. a) 0,2:0,4; e 0,4. 
c) 22,40. 
30. a) 1e9. 
31. 23€ 77. 
32. a) 18€e 10,2. 
34. 

b) 3,3. 
Capítulo 4 
Exercícios propostos 
|. a) 0,21499. 

c) 0,61772. 

e) 0,37623. 

g) 0,41326. 

) Oel. 

2 2. 2€ ip 
3 9 

3. 0,39175. 

4. 0,00364. 

5. 0,499071. 

6. 0,184737. 

7. a) 0,90438. 

ey O, 

8. a) 0,99237. 
9. a) 0,006738. 
10. a) 0,199148. 


b) 4,68. 


b) 22 e 51. 


b) Não são independentes: 
p =-0,3333. 


a) Usar P(x,, v;) = P(x;) - P(y;), para todo par (x, y), i= 1,2,3e/=2,3,4. 


c) -2,3 e 16,53. 


b) 0,16729. 
d) 0,16729. 
f) 0,45148. 
h) 4e2,4. 


c) 0,09562. 


b) 0,76360. 
Db) 0,999501. 
b) 0,223130. 


s64 


21. 


2.2. 


PA 


a) 0,07463. 


a) 0,39072. 
Cc) nd 
a) 0,08984. 
c) 0,07031. 


a) 0,000045. 
Aplicar as propriedades da esperança e da variância. 


a) 0,0183106. 


a) 0,265026. 


a) 0,168031. 
c) 0,6161185. 


a) 0,32307. 


a) 0,559507. 
c) 0,124652. 


a) 0,20233. 
c) 0,00317. 


a) 0,000123. 
c) 0,268933. 


a) 0,0183106. 


a) 0,2223639. 


a) 0,16729. 


a) 0,190120. 
c) 0,038742. 
e) 0,4404983. 


a) 3. 


c) R$ 1.026,00. 


b) 


b) 


0,19371. 
0,13454. 
10 

= 


0,7461. 


0,124652. 


0,7618906: 


6.6 dias. 


b) 
b) 


b) 
b) 
d) 
b) 
d) 
b) 


b) 
b) 
b) 
b) 


0,112599. 


0,800852. 


0,53710. 


0,1/5467. 
0,084224. 


0,90874. 
0,41485. 


0,006232. 


0,647232. 
0,688265. 
0,21499. 


0,015562. 


d) 0,0621085. 


b) 


0,134566. 


Capítulo 5 
Exercícios propostos 


| ela, bp 24 13 
8 2 20 9 162 
Cc) ga A 
2 4 
2. B) 


b) 
Cc) 
X 
3. 55. 
6 252 
. 1,2 
6 9 


d RAam= la? 


6.  1,38629; 0,0782. 


305 


sD6 


2l. 


a) 


a) 0,999570. 
a) 0,76600. 
a) 99,73%. 
a) 0,040059. 
a) 0,62%. 
a) 87,16%. 


a) 1,4. 
c) 120,8. 


L,S. 


0,151205. 


Capítulo 6 


Exercícios propostos 


L. 


a) 0,5618368. 
c) 0,883584. 


a) 0,0383564. 
c) 0,999800. 


a) 0,1761886. 


b) 0,68269. 


b) 0,14%. 


b) 


o | tn 


b) 0,148. 


b) 0,676677. 
b) 0,16335. 
b) 0,02%. 
c) 0,5285869. 
b) 97,59%. 
c) 0,07%. 


b) 841,3. 


b) 0,102640. 


b) 0,993431. 


b) 0,031443 


4. 0,134990. 
> “Md; 
c) 066807. 
e) 0,903200. 
6. 0,026190. 
7. a) 0,355691. 
8. a) 0,057053. 
c) 0,546746. 
9. a) 0,994220. 
c) 0,028524. 
10. a) 147,26. 
11. a) 0,999908. 
12. a) 0,000046. 
13. a) 0,974412. 
14. 0,4562085. 
Capítulo 8 
Exercícios propostos 
|. d) 652,22. 
e) 278,75. 
A 
3 Bd= 2 
c) k=8. 
h) x = 30,39. 


1) s=14,8464es=3,853. 
1) Mo = 30,0682. 

k) Md = 30,2143. 

D) O;= 32,804. 

m) D, = 31,0714. 

n) P; = 32,6739. 


b) 
d) 


b) 
b) 
d) 
b) 
d) 
b) 
b) 
b) 
b) 


x = 44,9168; s — 3,0916; Mo = 45,6722: Md = 44,95. 
O; = 46,825, Pas = 44,7786. 


E; 


0,073552. 


0,088508. 
0,919882. 
0,004940. 
0,068112. 
0,055806. 
0,9085109. 
0,166023. 
0,994297. 
0,015792. 
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Capítulo 9 
Exercícios propostos 
|. a) 0,096801. 
b) 0,54726. 
c) 0,9973. 
2. a) 0,458138. 
b) P(1.183,91 <x <1.216,09) = 0,90. 


3. nº54. 
4. n>779. 
O 


Capítulo 11 

Exercícios propostos 

|. IC(u, 98%) = (39,874; 50,126). 

2. IC(u, 80%) = (224,88; 235,12). 
IC(u, 90%) = (223,4; 236,56). 

3. a) Cu, 95%) = (R$ 33.985,50; R$ 34.642,50). 
b) IC(u, 99%) = (R$ 33.881,60; R$ 34.746,41). 
c) Em 1%. 

4. a) IC(u, 99%) = (974,2h; 1.025,76h). 

b) 25.8h. 

c) n= 10.651 lâmpadas. 

n> 139. 

IC(u, 85%) = (51,72 min.; 57,56 min.). 

IC(p, 95%) = [21,02%; 38,98%]. 

a) 1C(p, 98%) = [51,94%; 68,06%]. 

b) 8,06%. 


c) n>521 (Seusaro, = E. então n > 543). 
q 


so oa SM MA 


9. IC(p, 95%) = [24,12%; 35,88%], 
e = 5,88%. 


10. a) IC(p, 98%) = [38,86%; 41,14%]. 
b) 1,14%. 


LH. TC(u, 90%) = (29,34; 30,66). 


12. a) IC(u, 95%) = (64,723; 69,277). 
b) n2 139. 


Capítulo 12 
Exercícios propostos 
|.  Rejeita-se Ho (Ze = 10,0). 


2. Rejeita-se Ho (Zea = —3.467). 


3. a) Não se rejeita Ho (Zea: = 2,002). 
b) Rejeita-se Fo (Zea = 2,002). 
c) Não se rejeita Ho (Zea: = 2,002). 


4.  Rejeita-se Ho, isto é, a amostra não é formada por indivíduos daquele país 
(Zcalo E —3 795). 


5. A moeda não é honesta, ao nível de 5% (Ze = —2). 

6. A indústria paga salários inferiores, ao nível de 5% (Zea = —2,7999). 

7. A ênfase dada mudou o resultado do teste, ao nível de 5% (Zee = 2,143). 
8. A pretensão do fabricante não é legítima (Z.uc = —7,075). 

9. O metal não é puro (Zu — 5). 

10. A qualidade dos blocos tem se deteriorado (Zu. = —5). 

11. A tensão de ruptura realmente aumentou (Z.sc = 3,536). 


12. n= 16: não é significativa a diminuição da resistência da corrente (Zcic = —1,50). 


n = 64: é significativa a diminuição da resistência da corrente à ruptura 
(Zone RR —3,00). 


Capítulo 13 


|. XE (-00;47,2279) U (52,7721; +00), 
B = 0,44696. 
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0,1 


4. 
J. 


a = 5,48%. 

a) Não se rejeita que o metal é puro (Z. = —1). 
b) 

P(u,) p 


Mo = 325 u a 325 


Não se rejeitaria que o metal é puro (u = 325) em 22,36 vezes. 
a) P(D)=0. 
b) 5 = 0,0797. 


Capítulo 14 


Exercícios propostos 1 


l. 
2. 


3. 


10. 


IC(u, 95%) = (7,211; 32,789) 
IC(u, 90%) = (15,062: 16,138) 
IC(u, 90%) = (141,586; 158,414) 


IC(u, 95%) = (6,592; 8,168) 
IC(u, 99%) = (6,268; 8.492) 
IC(u, 98%) = (19,289; 24,711) 


O aumento da média é superior a 0,3 g, ao nível de 5% (tai = 1,825). 
Não há razões para crer que a porcentagem de nitrato não seja 10% (Lar = 1,078). 
IC(u, 99%) = (0,248; 0,347) 


Não se rejeita HH, não é significativo que a média seja diferente de 10, ao nível de 
2Y0 (feto = —2). 


À ração especial aumenta o ganho médio de peso nos três primeiros meses de vida, 
ao nível de 5% (Leste = 2,323). 


Exercícios propostos 2 


EL 


Rejeita-se Fo, Isto é, é significativo que a média seja inferior a 100, ao nível de 5% 
(Zeate ms ==), 
a) IC(u, 95%) = (7,229; 8,771). 
b) Rejeita-se Fo, isto é, a média é diferente de 7, ao nível de 5% (toa — 2,608). 
Concluímos que a máquina não é precisa, ao nível de 1% (Zu = —2,582). 
IC(u; 99,7%) = (59,851; 60,1495), 
n 2224, 
a) IC(u, 95%) = (40,326; 45,734) usando + de Student 
HC(u, 95%) = (40,423; 45,637) usando normal!. 
b) Não é significativo que u > 42. 
a) IC(u, 95%) = (40,614; 43,386). 
b) n= 384,16. 
a) 1C(u, 99%) = (100,016; 102,984) usando t de Student 
Cu, 99%) = (100,094: 100,906) usando normal:. 
b) É significativo que u < 105, ao nível de 5% (usando normal ou t de Student) 
(n = 36, teste = —6,42 OU Zac = —6,42). 


Capítulo 15 
Exercícios propostos 


L. 
2. 


Não é significativo o aumento do nível médio do aprendizado, a 5% (Law = —1,5). 
A 10% não é significativo que haja diferença entre os níveis de aproveitamento 
(Lato = —0,6). 

A 2,5% não é significativo que a média da primeira população seja inferior à média 
da segunda população (ta. = —1,41). 


A 5% não rejeitamos que a primeira amostra é originária de uma população cuja 
média seja inferior à segunda (tcc =—1,78). 


Concluímos, ao nível de 10%, que os alunos da faculdade 4 não são melhores que 
os alunos da faculdade B (ta = 0,199). 


Podemos dizer que as vidas médias das duas marcas de lâmpadas são diferentes, ao 
nível de 10% (Zi = 17,677). 
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Não há diferença entre os dois distritos, ao nível de 5% (Zcac = 1,759). 
A 5% concluímos que as médias não são diferentes (Zu. = 1,712). 


A 10% é significativo que a porcentagem de motoristas adolescentes descuidados 
seja 10% maior que a de motoristas adultos descuidados (Zu. = —5,034). 


É significativa a diferença entre os níveis de aproveitamento das duas classes, ao 
nível de 5% (Zee = —2,497). 


A vida média dos componentes elétricos são diferentes, ao nível de 5% (Z.a = 5,5249). 


A 5% podemos supor que as probabilidades de sucessos sejam idênticas em ambas 
as populações (Zi = —1,34). 


Capítulo 16 


Exercícios propostos 


L. 
2. 


IC(o”, 90%) = (6.875,518; 22.709,003). 

IC(o”, 90%) = (1,3162; 3,7097). 

Não é significativo, ao nível de 10%, que a variância seja menor que 3 (Xau = 14,333). 
IC(o”, 98%) = (0,295; 13,182). 

a) IC(o”, 90%) = (6,5089; 19,393). 

b) Não é significativo que VAR(X) > 18, ao nível de 10% (Xi = 10,90). 

IC(o”, 90%) = (13,078; 35,140). 


Não é significativo que a variância populacional seja diferente de 16, ao nível 
de 5% (Nai = 28,75). 


Capítulo 17 


Exercícios propostos 


L. 


Os dados seguem uma distribuição normal com média 171,7 e desvio padrão 7,83, 
ao nível de 5%. 


A 5% concluímos que o novo instrutor não está seguindo o padrão de conceitos dos 
demais instrutores (Cu = 11,27). 


Os dados seguem uma distribuição normal com média 11,092 e desvio padrão 
0,739, com 95% de confiabilidade (Xu = 1,5625). 


4. Não é significativo o auxílio do soro na cura da enfermidade, ao nível de 5% 
(Kato = 1,93). 


5. Não é significativa a independência entre as classificações, isto é, ao nível 
de 5% o nivel educacional do individuo não influi no êxito de seu casamento 
(Nes = 18,408). 


6. Ao nível de 5%, concluímos que não há relação entre o fato de o indivíduo tomar 
pílula e o fato de dormir melhor (são independentes) (Xu. = 1,069). 


7. É significativo o grau de dependência entre os aproveitamentos de física e de ma- 
temática, ao nível de 5% (Xu. = 145,72). 


8. Ao nível de 2,5% podemos concluir que é significativa a independência entre a 
escolha da emissora e a sua programação (Xi = 4,80). 


Capítulo 18 
Exercícios propostos 
1. a) IC (07/03, 90%) = (0,8243; 4,4571). 


b) Não se rejeita Ho. Não é significativo que o segundo processo seja melhor que 
o primeiro (tenha variância menor), ao nível de 5% (F.ac = 2,059). 


2. a) IC(o;/0;, 98%) = (0,3112; 7,9334). 
b) As duas populações têm as mesmas variâncias, ao nível de 2% (Fcc = 1,4). 
3.  Nãose rejeita H, isto é, os dois analistas têm a mesma precisão, ao nível de 10% 


(E cute = 1,9289) 


ad ) 
(São dados (x, - u); usar sº =— (x, —u)' +. 
H 
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Agora em um único volume, Estatística básica traz, de fato, todo o con- 
teúdo programático de um curso de estatística. 

Seguindo a já reconhecida metodologia de Luiz Gonzaga Morettin, o 
livro fornece diversos exemplos para ilustrar a teoria ao longo dos capí- 
tulos e, ao final de cada um deles, apresenta exercícios resolvidos e 
propostos para auxiliar na aprendizagem dos estudantes. Além disso, 
possui uma diagramação moderna e atual em termos didáticos, que 
torna mais eficaz o processo de ensino. 

Com todas essas características, Estatística básica é um livro ideal para 
estudantes de graduação nas mais diversas áreas e também para alunos 


de MBA. 


www.prenhall.com/morettin br 
O site de apoio do livro oferece: para professores, 
manual de soluções e apresentações em PowerPoint; 
para estudantes, exercícios adicionais. 


Prentice Hall 
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www.pearson.com.br 


